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7R E S U M O
E s t e  t r a b a l h o  foi d e s e n v o l v i d o  co m a f i n a l i d a d e  de cons 
t r u i r  um m o d e l o  m a t e m á t i c o  que r e p r e s e n t e  os s i s t e m a s  de a r m a z e n a  
ge m e d i s t r i b u i ç ã o  de um p r o d u t o ,  s u j e i t o s  a uma d i s p o n i b i l i d a d e  
de t r a n s p o r t e  e c o n s u m o  a l e a t ó r i o s .
Em uma p r i m e i r a  e t a p a  são a p r e s e n t a d o s  a l g u n s  "problemas 
de t r a n s p o r t e "  e seus r e s p e c t i v o s  m o d e l o s  m a t e m á t i c o s  que ser vi  
rão de b a s e  par a a c o n s t r u ç ã o  do no vo  m o d e l o .
A e t a p a  s e g u i n t e  i n i c i a  com a c o n c e p ç ã o  e d e s e n v o l v i m e n  
to de um m o d e l o  m a t e m á t i c o  de t r a n s p o r t e  e a r m a z e n a g e m  que i n c o r ­
p o r e  as i n f o r m a ç õ e s  so b r e  a d i s p o n i b i l i d a d e  de t r a n s p o r t e  a l e a ­
t ó r i a ,  p a r a  um p r o d u t o .  P o s t e r i o r m e n t e ,  este  m o d e l o  é a s s o c i a d o  
ao m o d e l o  de t r a n s p o r t e  e s t o c á s t i c o .  Ao f i n a l  d e s t a  e t a p a  é de_ 
s e n v o l v i d a  uma a n á l i s e  q u a l i t a t i v a  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  do m o d e l o  
p r o p o s t o  .
Na t e r c e i r a  pa rte, é a n a l i s a d a  a p o s s i b i l i d a d e  de solu_' 
ção do m o d e l o  a t r a v é s  de d i v e r s o s  m é t o d o s  m a t e m á t i c o s  r e l a t a d o s  
na l i t e r a t u r a .
Na e t a p a  f i n a l  é a p r e s e n t a d a  uma i l u s t r a ç ã o  da a p l i c a ­
ção do m o d e l o ,  cuj a a s o l u ç ã o  ó t i m a  é o b t i d a  u s a n d o - s e  uma va_ 
r i a n t e  do m é t o d o  de F r a n K  - Wolfe.
%
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This w o r k  was p e r f o r m e d  w i t h  the aim of c o n s t r u c t i n g  
a m a t h e m a t i c a l  m o d e l  that w o u l d  r e p r e s e n t  s y s t e m s  of s t o r a g e  
and d i s t r i b u t i o n  of a p r o d u c t ,  w h e r e  both  the a v a i l a b i l i t y  of 
t r a n s p o r t  and the c o n s u m p t i o n  of the p r o d u c t  in q u e s t i o n  are 
ra nd om .
In the f i r s t  st a ge  some  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m s  and 
t h e i r  r e s p e c t i v e  m a t h e m a t i c a l  m o d e l s  are p r e s e n t e d ,  w h i c h
s e r v e s  as a b a si s  for  the c o n s t r u c t i o n  of the new m od el.
The nex t s t a g e  b e g i n s  w i t h  the c o n c e p t i o n  and
d e v e l o p m e n t  of a m a t h e m a t i c a l  m o d e l  of t r a n s p o r t a t i o n  and
w a r e h o u s i n g  that i n c o r p o r a t e s  i n f o r m a t i o n  a b ou t the r a n d o m  
a v a i l a b i l i t y  of t r a n s p o r t  for a p r o d u c t .  A f t e r w a r d s  t h is  is
li n k e d  to the " s t o c h a s t i c  t r a n s p o r t a t i o n  m o d e l " ,  and f i n a l l y  a 
q u a l i t a t i v e  a n a l y s i s  of the o b j e c t i v e  f u n c t i o n  of the p r o p o s e d  
m o d e l  is out li ne d .
The t h i r d  part a n a l i s e s  the p o s s i b i l i t i e s  of s o l v i n g  
the m o d e l  t h r o u g h  v a r i o u s  m a t h e m a t i c a l  m e t h o d s  that a p p e a r  in 
the l i t e r a t u r e .
The last st a g e  p r e s e n t s  an i l l u s t r a t i o n  of how the 
m o d e l  can be a p p l i e d ,  an o p t i m a l  s o l u t i o n  to a p r o b l e m  b e in g 
o b t a i n e d  w i t h  a v a r i a n t  of th e F r a n k  W o l f e  m e t h o d .
C A P Í T U L O  I
1. I N T R O D U Ç Ã O
A p r e o c u p a ç ã o  em d e s e n v o l v e r  t é c n i c a s  e p r o c e d i m e n t o s  que 
r e d u z a m  os c u s t o s  de f r e te , a r m a z e n a m e n t o  e p e r d a s  nos si s te  
ma s de t r a n s p o r t e  e a r m a z e n a g e m ,  tem  se r e f l e t i d o  a m p l a m e n t e  na 
l i t e r a t u r a  e s p e c i a l i z a d a .  C e r t a m e n t e  e s ta  p r e o c u p a ç ã o  su rge  
da n e c e s s i d a d e  que se te m de m i n i m i z a r  os c u s t o s  g l o b a i s  de ope 
ra çã o,  b em  com o p r e v e r  e a v a l i a r  o i m p a c t o  e c o n ô m i c o  na e f i c i i n  
cia g l o b a l  dos s i s t e m a s  de t r a n s p o r t e  e a r m a z e n a g e m .
1.1. P r o p ó s i t o
0 p r o p ó s i t o  f u n d a m e n t a l  d e s t e  t r a b a l h o  de p e s q u i s a  c o n s i s  
te na c o n c e p ç ã o ,  d e s e n v o l v i m e n t o  e i m p l e m e n t a ç ã o  em c o m p u t a d o r  
de um novo m o d e l o  p r o j e t a d o  para r e p r e s e n t a r  um s i s t e m a  de trans 
p o r t e  e a r m a z e n a g e m  de um p r o d u t o ,  nõ qual s e j a m  r e l e v a n t e s  as 
s e g u i n t e s  i n f o r m a ç õ e s :
- c u s t o  do f r e t e  p a r a t r a n s p o r t a r  o p r o d u t o
- v á r i o s  m o d o s  de t r a n s p o r t e
- c u s t o  de a r m a z e n a g e m  nas f o n t e s  de a b a s t e c i m e n t o
- c u s t o  de o p o r t u n i d a d e  por m a n t e r  o c i o s o  p a r t e  do s i s t e m a  
de t r a n s p o r t e
- cu s t o  de a r m a z e n a g e m  no local dos m e r c a d o s  c o n s u m i d o r e s
- c u st o de o p o r t u n i d a d e  d e v i d o  a p e r d a  em v e n d a s  o c a s i o n a  
da pela  f a l t a  do p r o d u t o  nos m e r c a d o s  c o n s u m i d o r e s
- d i s p o n i b i l i d a d e  de t r a n s p o r t e  a l e a t ó r i o  co m f u n ç ã o  den-
{
si d a d e  de p r o b a b i l i d a d e  c o n h e c i d a  .
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- c o n s u m o  a l e a t ó r i o  com f u n ç ã o  d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i d a ­
de c o n h e c i d a
P a r a  a l c a n ç a r  os o b j e t i v o s  p r o p o s t o s ,  t e n d o  em v i s t a  a 
m a g n i t u d e  do t r a b a l h o ,  t o r n o u - s e  n e c e s s á r i o :
- f a z e r  um e s t u d o  do e s t á g i o  a t u a l  de d e s e n v o l v i m e n t o  dos 
m o d e l o s  de t r a n s p o r t e  e a r m a z e n a g e m
- d e f i n i r  e c a r a c t e r i z a r  o s i s t e m a  em e s t u d o
- c r i a r  e d e s e n v o l v e r  um novo  m o d e l o  m a t e m á t i c o  que incorpo 
rasse as i n f o r m a ç õ e s  r e l e v a n t e s  do s i s t e m a  c o n s i d e r a d o
- a n a l i s a r  o m o d e l o  m a t e m á t i c o  do p o n t o  de v i s t a  q u a l i t £  
t ivo
- e s c o l h e r  um m é t o d o  p a r a  s o l u ç ã o  do p r o b l e m a
- i m p l a n t a r  em c o m p u t a d o r  o m o d e l o  p r o p o s t o
1.2. I m p o r t â n c i a
G r a n d e  p a r t e  dos p a i s e s  d e s e n v o l v i d o s  e os em d e s e n v o l v i  
m e n t o  t a m b é m ,  e s t ã o  c o n s t a n t e m e n t e  i n v e s t i n d o  r e c u r s o s  conside_ 
r á v e i s  a f i m  de c a p a c i t a r  os s i s t e m a s  de t r a n s p o r t e  e a r m a z e n a  
g e m  para que e s t e s  c u m p r a m  e f i c i e n t e m e n t e  a t a r e f a  de c o n s e r v a  
ção e d i s t r i b u i ç ã o  dos p r o d u t o s  nas d i v e r s a s  r e g i õ e s .  Na m a i o  
ria dos paises, o t r a n s p o r t e  e a r m a z e n a g e m  é e x e c u t a d o  t a n t o  
por e m p r e s a s  g o v e r n a m e n t a i s  como  por c o m p a n h i a s  p a r t i c u l a r e s ,  
e v i d e n t e m e n t e  t a n t o  uma co mo  o u t r a  e s t ã o  s u j e i t a s  a r i s c o s  co 
m e r ç i a i s  de o p e r a ç ã o .  A ss im , um dos o b j e t i v o s  d e s t a s  
e m p r e s a s  é sem d u v i d a  m i n i m i z a r  os c u s t o s  o p e r a c i o n a i s ,  e é 
com est a i n t e n ç ã o  que m u i t a s  d e l a s  p r o c u r a m  d e s e n v o l v e r  e apl_i 
car m é t o d o s  e s i s t e m a s  que v i s e m  a redução nos c u s t o s  t o t a i s  de
o p e r a ç ã o .
N e s t e  t r a b a l h o ,  o a u t o r  se p r o p õ e  a d e s e n v o l v e r  um m o d e l o  
m a t e m á t i c o  p ar a r e p r e s e n t a r  d e t e r m i n a d o s  s i s t e m a s  de e s t o c a g e m  
e d i s t r i b u i ç ã o  de um p r o d u t o ,  l e v a n d o  em c o n s i d e r a ç ã o  i m p o r t a n ­
tes i n f o r m a ç õ e s  a d i c i o n a i s  s o b r e  o c o m p o r t a m e n t o  d e s t e s  s i s t e ­
mas, p e r m i t i n d o  as sim, uma r e d u ç ã o  no c u s t o  e s p e r a d o  de o p e r a ­
ção dos m e s m o s .  T a i s  i n f o r m a ç õ e s  a d i c i o n a i s  se c a r a c t e r i z a m  fun 
d a m e n t a l m e n t e  pela  a l e a t o r i e d a d e  da d e m a n d a  e pe la  d i s p o n i b i l i ­
dad e de m e i o s  de t r a n s p o r t e s .
1.3. L i m i t a ç õ e s
P a r a  f o r m u l a ç ã o  d e s t e  m o d e l o  f a z e m - s e  a l g u m a s  s u p o s i ç õ e s  
r e s t r i t i v a s  a saber:
- os c u s t o s  u n i t á r i o s  são c o n s i d e r a d o s  c o n s t a n t e s
- a d i s p o n i b i l i d a d e  de t r a n s p o r t e  e a d e m a n d a  pelo p r o d u t o  
s e g u e m  d i s t r i b u i ç õ e s  c o n t í n u a s  e i n d e p e n d e n t e s
- a v id a útil do p r o d u t o  será l i m i t a d a  em um p e r í o d o  fixo 
e c o n h e c i d o  de t e m p o
- o m o d e l o  p r o p o s t o  te m  como h o r i z o n t e  de p l a n e j a m e n t o  o 
p e r í o d o  de vida  útil do p r o d u t o .
M e s m o  com e s t a s  l i m i t a ç õ e s ,  d i v e r s o s  s i s t e m a s  de t r a n s p o r ­
te e a r m a z e n a g e m  p o d e m  ser a p r o x i m a d o s  a este  m o d e l o .
1.4. C o n d i ç õ e s  de P e s q u i s a
Es t e  t r a b a l h o  de p e s q u i s a  foi d e s e n v o l v i d o  na U n i v e r s i d a d e  
F e d e r a l  de S a n t a  C a t a r i n a  d u r a n t e  o p e r í o d o  de t e m p o  de 14 m e ­
ses. As i d é i a s  e o d e s e n v o l v i m e n t o ,  de st a s ,  f o r a m  se m a t e r i a l i ­
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z a n d o  ap ó s  I n ú m e r o s  d e b a t e s  e n t r e  o P r o f . L e o n a r d o  E n s s l i n , 
Ph.D. e o a ut or .
1.5. O r g a n i z a ç ã o  do T r a b a l h o
No c a p í t u l o  2 s er ã o  a p r e s e n t a d o s  a l g u n s  dos m o d e l o s  m a t e m á  
t i c o s  m a i s  u s a d o s  a t u a l m e n t e  para p l a n e j a m e n t o  do t r a n s p o r t e  e 
a r m a z e n a g e m .
0 nov o m o d e l o  p r o p o s t o  j u n t a m e n t e  co m  a a n á l i s e  q u a l i t a t i ­
va do me s mo , es t ã o  a p r e s e n t a d o s  no c a p í t u l o  3.
No c a p í t u l o  4 é d i s c u t i d o  a v i a b i l i d a d e  de s o l u ç ã o  do mode  
lo p e l o s  d i v e r s o s  m é t o d o s  m a t e m á t i c o s  r e l a t a d o s  na l i t e r a t u r a .
No c a p í t u l o  5 é a p r e s e n t a d o  um e x e m p l o  de a p l i c a ç ã o  do mo 
d e l o  no qual  a s o l u ç ã o  ó t i m a  é o b t i d a  por via c o m p u t a c i o n a l .  0 
m é t o d o  u t i l i z a d o  par a est e f im  é uma v a r i a n t e  do a l g o r i t m o  de 
F r a n k  e Wo lf e.
0 c a p í t u l o  f i n a l  a p r e s e n t a  as c o n c l u s õ e s  e r e c o m e n d a ç õ e s  
para a p l i c a ç ã o  do m o d e l o  e a l g u m a s  c o n s i d e r a ç õ e s  s o b r e  f u t u r a s  
p e s q u i s a s .
C A P Í T U L O  II
2. R E S T R O S P E C T O
2 . 1 . H i s t ó r i c o
O p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  diz r e s p e i t o  a d i s t r i b u i ç ã o  de 
um p r o d u t o  por d i v e r s o s  m e r c a d o s  consumidores, a p a r t i r  de dife_ 
r e n t e s  f o n t e s  de a b a s t e c i m e n t o .  0 t r a n s p o r t e  de uma u n i d a d e  
do p r o d u t o ,  de uma d e t e r m i n a d a  f o n t e  até o m e r c a d o  c o n s u m i d o r ,  
f a z - s e  s e g u n d o  um c u st o  dado. 0 p r o b l e m a  c o n s i s t e  em enc on
t r a r  uma t a b e l a  de d i s t r i b u i ç ã o  que e s t a b e l e ç a  q u a i s  as quanti. 
d a d e s  de p r o d u t o  que cada  uma das f o n t e s  de a b a s t e c i m e n t o  irá 
f o r n e c e r  aos d i f e r e n t e s  m e r c a d o s ,  de f o r m a  a que seja m i n i m o  o 
c u s t o  t o t a l  de o p e r a ç ã o .
C o n f o r m e  d e s c r e v e  D a n t z i g  (1) a p r i m e i r a  f o r m u l a ç ã o  do pro 
b l e m a  de t r a n s p o r t e  foi p r o p o s t o  em 1939 po r L .V . K a n t o r o v i c h ,  
p o s t e r i o r m e n t e  em 1941, F.L. H i t c h c o c k  r e f o r m u l o u  -o p r o b l e m a ,  
d a n d o  a est e a f o r m a  t r a d i c i o n a l m e n t e  c o n h e c i d a  e a c e i t a  nos
dia s de hoje.
T.C. K o o p m a n s ,  foi ou t r o  p e s q u i s a d o r ,  que com sua e x p e r i ê n  
cia a d q u i r i d a  na s e g u n d a  g u e r r a  m u n d i a l ,  m u i t o  c o l a b o r o u  no d e ­
s e n v o l v i m e n t o  e a p l i c a ç ã o  dos p r o b l e m a s  de t r a n s p o r t e .
[1) D A N T Z I G ,  G.B. - op. c i t a d o  - pg. 29 9, 3 0 0 .
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2.2. 0 P r o b l e m a  de T r a n s p o r t e  C l á s s i c o
ü m o d e l o  m a t e m á t i c o  que e x p r e s s a  o p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  
c l á s s i c o  (PT) é formulado, na l i t e r a t u r a  at ual , co mo  segue;
n ■ N
Hin Z = ï Z 'c i j x ij ( 2 - 1 )
i = 1 j = 1
s u j e i t o  as s e g u i n t e s  r e s t r i ç õ e s :
£ x ij = D j J j = 1. N (2.3)
i = l
x i >_ 0 i = 1 , M ; j = 1 , N (2.4)
0 n d e :
Z = f u n ç ã o  o b j e t i v o
M = n ú m e r o  de f o n t e s  de a b a s t e c i m e n t o  
N = n ú m e r o  de m e r c a d o s  de c o n s u m o
x ^ j = q u a n t i d a d e  do p r o d u t o  a ser t r a n s p o r t a d o  da f o n t e  i
pa ra  o m e r c a d o  j
c = c u s t o  u n i t á r i o  do f r e t e  par a t r a n s p o r t a r  o p r o d u t o  
ij
da f o n t e  i pa ra  o m e r c a d o  j 
S i = q u a n t i d a d e  m á x i m a  do p r o d u t o  d i s p o n í v e l  na f o n t e  i
D. = q u a n t i d a d e  m í n i m a  do p r o d u t o  n e c e s s á r i a  no m e r c a d o  j
□ m o d e l o  a p r e s e n t a d o  acima , t em  s o f r i d o  nos ú l t i m o s  anos 
v a r i a s  m u t a ç õ e s  a f im  de se o b t e r  o m o d e l o  m a t e m á t i c o  a p r o p r i a  
do a c e r t o s  t i p o s  de p r o b l e m a s ,  que e n v o l v a m  c o n d i ç õ e s  e a s p e c  
tos a d i c i o n a i s ,  que não são c o n s i d e r a d o s  no p r o b l e m a  c l á s s i c o  
de t r a n s p o r t e .
E v i d e n t e m e n t e ,  a i n c l u s ã o  de i n f o r m a ç õ e s  a d i c i o n a i s  nos 
p r o b l e m a s  de t r a n s p o r t e ,  t e n d e  a d e i x á - l o s  m a i s  c o m p l e x o s .  E s ­
tes são os casos , p or e x e m p l o ,  dos p r o b l e m a s  de: " t r a n s p o r t e  
e s t o c á s t i c o  ” , " b a l d e a ç ã o” e " m u l t i c o m o d i d a d e s " .
D a d o  que e st e t r a b a l h o  se p r o p õ e  a d e s e n v o l v e r  uma e x t e n  
são do p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  e s t o c á s t i c o ,  o a u t o r  j u l g o u  ser 
c o n v e n i e n t e  um e s t u d o  m a i s  p o r m e n o r i z a d o  d e s t e  a s s u n t o .
2.3. 0 P r o b l e m a  de T r a n s p o r t e  E s t o c á s t i c o
0 p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  e s t o c á s t i c o  (PTE), c o n s i s t e  na 
d e t e r m i n a ç ã o  das f o n t e s  de a b a s t e c i m e n t o ,  que irã o f o r n e c e r  o 
p r o d u t o ,  b e m  c o m o a q u a n t i d a d e  do p r o d u t o  que cad a uma d e s t a s  
f o n t e s  irá c o l o c a r  nos m e r c a d o s  c o n s u m i d o r e s ,  q u a n d o  a d e m a n d a  
é uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a  c om  f u n ç ã o  de d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i ­
da de  [fdp] c o n h e c i d a .
A f o r m u l a ç ã o  d e s t e  p r o b l e m a  d i f e r e  do p r o b l e m a  de t r a n s ­
p o r t e  c l á s s i c o ,  nos s e g u i n t e s  a s p e c t o s :
- Po r c o n s i d e r a r  os c u s t o s  de a r m a z e n a g e m
- Por c o n s i d e r a r  os c u s t o s  de o p o r t u n i d a d e  d e v i d o  a p e rd a 
de v e n d a s
- A d e m a n d a  já não é c o n s t a n t e ,  mas sim uma v a r i á v e l  a l e a  
t ó r i a  co m f u n ç ã o  de d e n s i d a d e  de p r o b a b i 1 idadeconhecida .
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0 PTE que será c o n s i d e r a d o  aqui, n e s t e  t r a b a l h o ,  terá um 
p e r í o d o  de p l a n e j a m e n t o  i gu al  a vid a útil do p r o d u t o .
E x i s t e m  d i v e r s a s  a b o r d a g e n s  para  a s o l u ç ã o  de p r o b l e m a s  e_s 
t o c á s t i c o s  send o que as mai s importantes-, c o n f o r m e  est á d e s c r i ­
to e m (2 ], s ã o :
- a t é c n i c a  " s t o c h a s t i c  l i n e a r  p r o g r a m m i n g "  fSLP]
- o m é t o d o  " c h a n c e  - c o n s t r a i n e d  p r o g r a m m i n g "  (CCP]
- a t é c n i c a  " t w o - s t a g e  p r o g r a m m i n g  u n d e r  u n c e r t a i n t y "
A f o r m u l a ç ã o  do PTE será d e s e n v o l v i d a  n e s t e  t r a b a l h o  seg un  
do as p r e m i s s a s  d e f i n i d a s  na ú l t i m a  das c i t a ç õ e s  ac ima.
As si m ,  d e s d e  que a d e m a n d a  seja c o n s i d e r a d a  uma v a r i á v e l  a_ 
1 e a t ó r i a , q u a l q u e r  q u a n t i d a d e  do p r o d u t o  t r a n s p o r t a d a  par a um 
m e r c a d o  c o n s u m i d o r  e s t a r á  s u j e i t a  ãs v a r i a ç õ e s  da d e m a n d a .  E s ­
ta s i t u a ç ã o  pode  o c a s i o n a r  s i t u a ç õ e s  onde  a p r o c u r a  g l o b a l  real 
em um m e r c a d o  seja ma ior , m e n o r  ou igua l a q u a n t i d a d e  d i s p o n í ­
vel do p r o d u t o  n e s t e  m e r c a d o  c o n s u m i d o r .  D e s t a  f or ma , p o d e r á  h£ 
ve r um c u s t o  de a r m a z e n a g e m  do p r o d u t o  q u a n d o  a p r o c u r a  g l o b a l  
real for m e n o r  que a q u a n t i d a d e  t r a n s p o r t a d a  para o m e r c a d o  ou,
o c o n t r á r i o ,  um cu sto  pe la  p e rd a da o p o r t u n i d a d e  de v e n d e r  mais, 
na s i t u a ç ã o  em que a p r o c u r a  fo r m a i o r  do que a q u a n t i d a d e  trans 
p o r t a d a  par a o m e r c a d o  em q u e s t ã o .
(2) T I N T E R ,  G. e S E N G U P T A ,  J.K., " S t o c h a s t i c  E c o n o m i c s ”, A c a d e ­
mic Press,  pg. 20 4, 1972.
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A p a r t i r  d e s t a s  c o n s i d e r a ç õ e s ,  se r ã o  a g o r a  a p r e s e n t a d o s  aj^ 
gu n s  c o n c e i t o s  ú t e i s  a f o r m u l a ç ã o  do p r o b l e m a ,  c o n f o r m e  est á
d e s c r i t o  em (3).
Há n e c e s s i d a d e  i n i c i a l m e n t e ,  de se e s t a b e l e c e r  o p e r í o d o  
de t e m p o  p a r a  o qua l se está  p l a n e j a n d o  a d i s t r i b u i ç ã o  e e s t o c a  
gem do p r o d u t o ,  i s t o  pode  ser f e i t o  com  base  em dias, se ma na s,  
etc.
A q u a n t i d a d e  e s p e r a d a  do p r o d u t o ,  que irá f i c a r  a r m a z e n a d a  
de um p e r í o d o  pa ra  o u t r o  no local do m e r c a d o  c o n s u m i d o r  j será 
e x p r e s s a  por:
( V j/ ( Y . - v )  f . ( v ) d v ; j = l , N  (2.5)3 J
J  0
Onde:
f (v) = f u n ç ã o  d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i d a d e  da p r o c u r a  para 
um p e r í o d o  no m e r c a d o  c o n s u m i d o r  j.
Y = q u a n t i d a d e  to t al  a ser t r a n s p o r t a d a  para  o m e r c a d o
c o n s u m i d o r  j a p a r t i r  de t o d a s  as f o n t e s  i, i = 1 ,M .
n
Y = 2 x ; j = 1, N (2.6) 
j i = i
A q u a n t i d a d e  e s p e r a d a  do p r o d u t o ,  que irá f a l t a r  no p e r í o ­
do ç o n s i d e r a d o ,  ca so  haja uma p r o c u r a  m a i o r  do que a q u a n t i d a d e  
d i s p o n í v e l  no m e r c a d o  c o n s u m i d o r  será r e p r e s e n t a d a  por:
(3) COO P E R ,  L . e L e ß l a n c ,  L.L., " S t o c h a s t i c  T r a n s p o r t a t i o n  P r o ­
bl e m s  and O t h e r  N e t w o r k  R e l a t e d  C o n v e x  P r o b l e m s " ,  N a v a l  Res. 
Log is t.  Q ua rt.  Vol. 24; n ? 2, pg. 2 2 7 - 2 3 7 ,  1978.
18
(v - Y .) f .( v ) d v ; j= 1, N (2.7)
3 3
A p a r t i r  d e s t a s  c o n s i d e r a ç õ e s  ser ão  a g o r a  d e f i n i d o s  os cus 
tos e s p e r a d o s  de a r m a z e n a g e m  e por f a l t a  do p r o d u t o .
0 c u s t o  e s p e r a d o  de a r m a z e n a g e m  no m e r c a d o  c o n s u m i d o r  j, 
será d e f i n i d o  como:
(Y. - v) f .(v ) d v  ; 1, N (2.8]J 3
□ nde :
d. = c u s t o  u n i t á r i o  de a r m a z e n a g e m  no m e r c a d o  c o n s u m i d o r  j
Q c u s t o  e s p e r a d o  na f a l t a  do p r o d u t o  no m e r c a d o  c o n s u m i d o r  
j, será  d e f i n i d o  como:
; j =1 , N (2.9)
Onde:
e = c u s t o  u n i t á r i o  d e v i d o  a p e r d a  da o p o r t u n i d a d e  de vejn 
j
da no m e r c a d o  j.
D e v e - s e  s a l i e n t a r  aqui, que as v a r i á v e i s  Xj_j e v d e v e m  ser
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c o n s i s t e n t e s  e n t r e  si e p o r t a n t o  a v a l i a d a s  em uma m e s m a  base 
d i m e n s i o n a l ,  c o m p a t í v e l  com a bas e d i m e n s i o n a l  dos c u s t o s  uni_ 
t á r i o s .
0 o b j e t i v o  será e n c o n t r a r  a s o l u ç ã o  para  o p r o b l e m a  que 
m i n i m i z e  os c u s t o s  de f re te , bem como  os' c u s t o s  e s p e r a d o s  de a_r 
m a z e n a g e m  e por f a l t a  do p r o d u t o .






£ c x . + £ 
ij ijj = l j = l
+ e./ Cv - Y . ) f . ( v ) d vJ / J J
( Y . - v )f . (v )dv + J J
(2.10)
s u j e i t o  as s e g u i n t e s  r e s t r i ç õ e s :
N 
£ 
j = l ij
< S (2.11)
x . . > 0 ij i= 1, M ; J= 1, N
(2.12)
O b s e r v a - s e  aqui, uma d i f e r e n ç a  e n t r e  as r e s t r i ç õ e s  do
p r o b l e m a  c l á s s i c o  de t r a n s p o r t e  e do p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  e_s 
t o c á s t i c o  po is  es te  ú l t i m o ,  não p o s s u i  r e s t r i ç õ e s  e s t a b e l e c e n  
do a q u a n t i d a d e  m í n i m a  do p r o d u t o  a ser t r a n s p o r t a d a  par a cada 
d e s t i n o  .
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Por  o u t r o  lado, a f u n ç ã o  o b j e t i v o  do PTE p o d e r á  
ser s i m p l i f i c a d a  d e s d e  que as f u n ç õ e s :  (Y - ví f^(v) e
(v - Y.) f.(v] s e j a m  i n t e g r á v e i s  no i n t e r v a l o  [O, 00) . A t r a v é s  
da a p l i c a ç ã o  do t e o r e m a  4 do c a p í t u l o  13 de (3] que diz "se f é 
i n t e g r á v e l  s o b r e  [a,b] e nt ã o
f = / f + / f "
a J a  J  c
é p o s s í v e l  se o b t e r  a s e g u i n t e  f o r m u l a ç ã o  a l t e r n a t i v a  par a a









e. E. - e.Y. + (d. + e.) F .[ Y. ) J J 3 3 3 J J J (2.13)
Onde:
E = v a l o r  e s p e r a d o  da d e m a n d a  no m e r c a d o  consumidor j. 
J
(Y. - v ) f . ( v ) d v  J J
Os e s t u d o s  d e s e n v o l v i d o s  n e s t e  c a p í t u l o  t i v e r a m  por 
o b j e t i v o  p r e p a r a r  a ba se  t e ó r i c a  n e c e s s á r i a  ao d e s e n v o l v i m e n t o  
do m o d e l o  que será p r o p o s t o  no p r ó x i m o  c a p í t u l o .
(3) S P I V A K ,  M., " C á l c u l o  I n f i n i t e s i m a l " ,  R e v e r t é ,  Vol. 1, pg. 
339, 1970.
C A P I T U L O  III
3. M O D E L O  P R O P O S T O
O a u t o r  n e s t e  c a p í t u l o ,  d e s e n v o l v e  i n i c i a l m e n t e  um mo 
de lo  m a t e m á t i c o  que u t i l i z a  as i n f o r m a ç õ e s  a c e r c a  da disponibi_ 
l i d a d e  a l e a t ó r i a  de t r a n s p o r t e ,  em um ou m a is  mo dos , em cada 
uma das f o n t e s  de a b a s t e c i m e n t o ;  p o s t e r i o r m e n t e  es te  m o d e l o  é 
a s s o c i a d o  ao m o d e l o  de t r a n s p o r t e  e s t o c á s t i c o  , Ao fin al  do capí_ 
tulo  é f e i t a  a a n á l i s e  q u a l i t a t i v a  do m o d e l o  p r o p o s t o .
3.1. C o n c e p ç ã o  e D e s e n v o l v i m e n t o
G r a n d e  p a r t e  dos s i s t e m a s  de a r m a z e n a g e m  e distribu_i 
ção de p r o d u t o s  e s t ã o  s u j e i t o s  a a 1 e a t o ri ed ad e da d i spon i bi 1 id_a 
de de t r a n s p o r t e ,  isto é, não há c e r t e z a  de que o v o l u m e  de
t r a n s p o r t e  d i s p o n í v e l  em q u a l q u e r  das f o n t e s  de a b a s t e c i m e n t o  
seja i g ua l ao v o l u m e  de t r a n s p o r t e  n e c e s s á r i o ,  nas r e f e r i d a s  
f o n t e s ,  no p e r í o d o  de t e m p o  considerado.- A situação se t o r n a  mais 
complexa a i n d a  q u a n d o  e x i s t e m  v á r i o s  m o d o s  de t r a n s p o r t e  em cada 
uma das fontes.
P a r a  f a c i l i t a r  a a n á l i s e  e e s t u d o  destes sistemas, será 
c o n s i d e r a d o  a d i s t r i b u i ç ã o  de a p e n a s  um p r o d u t o  cujo p e r í o d o  de 
vi da  útil é l i m i t a d o  e ainda, c om  r e s p e i t o  ao t r a n s p o r t e ,  cons i 
d e r a - s e  na a n á l i s e  que os m e i o s  de t r a n s p o r t e  s e j a m  t o d o s  de 
p r o p r i e d a d e  da e m p r e s a  r e s p o n s á v e l  pe lo  s i s t e m a  de a r m a z e n a g e m  
e d i s t r i b u i ç ã o .
As sim, uma f o n t e  de a b a s t e c i m e n t o  p o d e r á  f o r n e c e r  o
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p r o d u t o  a um m e r c a d o  c o n s u m i d o r  a t r a v é s  de um ou m a i s  m o d o s  de 
t r a n s p o r t e .  D e s d e  que a d i s p o n i b i l i d a d e  de t r a n s p o r t e  para
cad a m o d o  seja uma v a r i á v e l  a l e a t ó r i a ,  esta p o d e r á  ser m e n o r ,  
m a i o r  ou igual ao v o l u m e  de t r a n s p o r t e  n e c e s s á r i o  na f o n t e  de 
a b a s t e c i m e n t o .
Se o v o l u m e  de t r a n s p o r t e  d i s p o n í v e l  for m e n o r  do 
que o n e c e s s á r i o ,  p a r t e  do p r o d u t o  d e v e r á  f i c a r  e s t o c a d o  a g u a r  
d a n d o  t r a n s p o r t e .  Se o v o l u m e  de t r a n s p o r t e  d i s p o n í v e l  for 
m a i o r  do que o n e c e s s á r i o ,  p a r t e  da c a p a c i d a d e  de t r a n s p o r t e  
d a q u e l e  m o d o  e s t a r á  s e n d o  p e r d i d a ,  r e p r e s e n t a n d o  um c u s t o  de C3 
p o r t u n i d a d e  em m a n t e r  es te  t r a n s p o r t e  o c io so .
A p a r t i r  d e s t a s  c o n s i d e r a ç õ e s ,  s e r ã o  a g o r a  d e f i n i d o s  
a l g u n s  c o n c e i t o s  ú t e i s  a f o r m u l a ç ã o  do p r o b l e m a .
A s s i m  como no PTE, aqui tam bé m,  é n e c e s s á r i o  que se 
e s t a b e l e ç a  o p e r í o d o  de t e m p o  pa ra o qual se e s tá  p l a n e j a n d o  a 
d i s t r i b u i ç ã o  do p r o d u t o .  E s t e  p e r í o d o  de p l a n e j a m e n t o  d e v e r á  
ter um h o r i z o n t e  igu al  a vida  útil do p r o d u t o  c o n s i d e r a d o .
A q u a n t i d a d e  e s p e r a d a  do p r o d u t o ,  que irá f i c a r  ar ma  
z e n a d a  de um p e r í o d o  pa ra  outro, no local da f o n t e  de abastecjL 
m e n t o  i a e s p e r a  do m o d o  K de t r a n s p o r t e  será  d a d a  por:
í  Y ik
/ C Y ik - t } S i k m  J 
- ' o
Ond e :
g C 1 1 = f u n ç ã o  d e n s i d a d e  de p r o b a b i l i d a d e  da disponibil_i 
d a d e  de t r a n s p o r t e  do m o d o  k na f o n t e  de a b a s t e ­
c i m e n t o  i .
j = 1 , N (3.1)
k = 1, L
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Y = q u a n t i d a d e  e ser t r a n s p o r t a d a  para  t o d o s  os m e r c a d o si K
c o n s u m i d o r e s ,  a p a r t i r  da f o n t e  de a b a s t e c i m e n t o  i , 
a t r a v é s  do m o d o  k de t r a n s p o r t e .
N
= E x... ; i = 1 , M ; k = 1 , L 
j-i 1Jk
x . |^ = q u a n t i d a d e  do p r o d u t o  a ser t r a n s p o r t a d a  da f o n t e  
de a b a s t e c i m e n t o  i par a o m e r c a d o  c o n s u m i d o r  j
a t r a v é s  do m o d o  k de t r a n s p o r t e .
L = n ú m e r o  m á x i m o  de m o d o s  de t r a n s p o r t e  d i s p o n í v e i s  em
q u a l q u e r  das f o n t e s  de a b a s t e c i m e n t o .
A q u a n t i d a d e  e s p e r a d a  de t r a n s p o r t e  do m o d o  k que f_i 
c a r á  o c i o s o  na f o n t e  de a b a s t e c i m e n t o  i, será e x p r e s s o  t a m b é m  
em t e r m o s  p r o b a b i l i s t i c o s ,  como s e g u e  ab a ix o:
( t - Y . , ) g . . ( t ) d t  ; i = 1, M (3.2)i k i k
k = 1 , L
A p a r t i r  d e s t a s  c o n s i d e r a ç õ e s  s e rã o a g o r a  definidos os 
c u s t o s  e s p e r a d o s  de a r m a z e n a g e m  e o c i o s i d a d e  do t r a n s p o r t e .
□ c u s t o  e s p e r a d o  de a r m a z e n a g e m  na f o n t e  de abasteci, 
m e n t o  i r e l a t i v o  ao m o d o  k de t r a n s p o r t e ,  se rá  d e f i n i d o  co_ 
mo : •
t ) g . . ( t ) d t ; i = 1 , M (3.3),i k




3 ik = c u s ^° u n i t á r i o  de a r m a z e n a g e m  na f o n t e  de a b a s t e c i ­
m e n t o  i para  o m o d o  k de t r a n s p o r t e .
0 c us t o  e s p e r a d o  de o p o r t u n i d a d e  em m a n t e r  o c i o s o  o 
t r a n s p o r t e  do m o d o k r e l a t i v o  a f o n t e  i, será d e f i n i d o  como:
(t - Y . , ) g .,( t ) dt i = l,M k = 1 , Li k b ik (3.4)
Onde:
b = cu s t o  u n i t á r i o  de o p o r t u n i d a d e  que se t e m a o  man
ter o c i o s o  o t r a n s p o r t e  do m o d o  k na f o n t e  i.
0 o b j e t i v o  será e n c o n t r a r  a s o l u ç ã o  pa ra  o p r o b l e m a
que m i n i m i z e  os c u s t o s  de -frete, bem como os c u s t o s  e s p e r a d o s
de m a n t e r  o t r a n s p o r t e  o c i o s o  e a r m a z e n a g e m :
4-
+ (3.5)
S u j e i t o  as s e g u i n t e s  r e s t r i ç õ e s :
N
S ik i = 1 , M k = 1, L (3.6)
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N L ■
E E x.., = D. ; j = 1 , N (3.7)
i = l k = l J
> 0 ;  i = l , l i ;  j = 1 , N ; k= 1 , L (3.8)
Onde:
c = c u s t o  u n i t á r i o  do fr ete , a p a r t i r  da f o n t e  i
i j k
par a o m e r c a d o  j, a t r a v é s  do m o d o  k de t r a n s  
porte.
S = q u a n t i d a d e  m á x i m a  do1 p r o d u t o s  que será t r an s 
p o r t a d a  da f o n t e  de a b a s t e c i m e n t o  i a t r a ­
vés do m o d o  k de t r a n s p o r t e .
0 m o d e l o  e x p o s t o  a c i m a  r e q u e r ,  e v i d e n t e m e n t e ,  que as 
d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e  s e j a m  i n d e p e n d e n t e s
Se as f u n ç õ e s :  (V., - t )g . .( t ) e (t - Y )g., (t) fo-1 K 1 K l r \ l r \
rem  i n t e g r á v e i s  no i n t e r v a l o  [O, °°) , p o d e - s e  a p l i c a r  o t e o r e m a
4 do c a p í t u l o  1'3 de (1) que diz "se f é i n t e g r á v e l  s o b r e  [a, b]
en t ã o
~b f  c í b
f = / f + /  f 
a •'a c
na e x p r e s s ã o  (3.5) e se o b t e r  a s e g u i n t e  f o r m u l a ç ã o  a l t e r n a t i v a  .
pa r a  a f u n ç ã o  o b j e t i v o :
n N L 
Min Z = E E E c ■ . . x . , +• i i L i  1 J ki = l j = 1 k = 1
M L 
+ E E 
i = l k = 1 b ik E ik b ik Y ik
C a ik + b i k ] G i k ÍYi k ) (3.9)
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Onde:
= v a l o r  e s p e r a d o  da d i s p o n i b i l i d a d e  de t r a n s p o r t e  
k na f o n t e  de a b a s t e c i m e n t o  i.
i = 1 , M
G i k Í Y l k ] = /  Í V l k  - t ) g l k ( t l d t  . ■ k . L
Até o p r e s e n t e  m o m e n t o ,  t o d a s  as c o n s i d e r a ç õ e s  e fo r 
m u l a ç o e s  f e i t a s  p el o a ut or , t i n h a m  com o o b j e t i v o  m o d e l a r  o pro 
b l e m a  de t r a n s p o r t e  d e s c r i t o  no c o m e ç o  d e s t a  seção, o que foi 
a l c a n ç a d o  a t r a v é s  das e x p r e s s õ e s  (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) e 
(3.9). E st e m o d e l o  a p r e s e n t a  a h i p ó t e s e  i m p l í c i t a  de que a
d e m a n d a  se ja  c o n s t a n t e  em t o d o s  os m e r c a d o s  c o n s u m i d o r e s .  Com 
a f i n a l i d a d e  de e l i m i n a r  e s ta  h i p ó t e s e ,  o m o d e l o  d e s e n v o l v i d o  
será  a s s o c i a d o  ao m o d e l o  do p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  estocástico. 
A s s i m ,  o m o d e l o  r e s u l t a n t e  e s t a r á  b a s t a n t e  p r ó x i m o  de m u i t o s  
s i s t e m a s  r e a i s  de t r a n s p o r t e  e a r m a z e n a g e m .
A n t e s  de c o n e c t a r - s e  os d o is  m o d e l o s ,  é n e c e s s á r i o  que 
se f a ç a  a l g u m a s  a l t e r a ç õ e s  na f o r m u l a ç ã o  do p r o b l e m a  de t r a n s ­
p o r t e  e s t o c á s t i c o .  R e e s c r e v e n d o  as e x p r e s s õ e s :  (2.11), (2.12), 
(2.13) qu e d e f i n e m  o PTE, de f o r m a  a c o n s i d e r a r  a p o s s i b i l i d a ­
de de t r a n s p o r t a r  o p r o d u t o ,  em um ou mais mo do s,  c h e g a - s e  a se 
g u i n t e  .fo rmulação:
M N L
Min Z = Z Z Z
i = l j=l
i—1 11




e.Y. + (d. + e . ) F . ( Y . )i J J J J J (3.10)
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s u j e i t o  as s e g u i n t e s  r e s t r i ç õ e s :
N
£ x.., < S., ; i = 1, M ; k = 1 , L (3. 11] j _! ijK - ík





i = l K = 1
Qs d e m a i s  p a r a m e t r o s  p e r m a n e c e m  co m suas d e f i n i ç õ e s
o r i g i n a i s
□esta f orm a,  se pode a s s o c i a r  o PTE ao m o d e l o  d e s e n ­
v o l v i d o ,  s i m p l e s m e n t e  a d i c i o n a n d o  na e x p r e s s ã o  (3.9) a p a r c e l a  
da e x p r e s s ã o  (3.10) c o r r e s p o n d e n t e  aos c u s t o s  e s p e r a d o s ,  por 
f a l t a  do p r o d u t o  e a r m a z e n a g e m  no m e r c a d o  c o n s u m i d o r .  R e s u l t a n ­
do na s e g u i n t e  f o r m u l a ç ã o  p a r a  a f u n ç ã o  o b j e t i v o :
n N L
flin Z = E E E
i = l j=l k = 1




b • L. E • L i k i k
* l 0 i K  * b i K , G l k t Y i k ’
e. E. - e. Y. + ( d . + e . ) F . ( Y . )J J  J J  J J J J
(3.13)
E, com o a d e m a n d a  é a g o r a  t r a t a d a  p r o b a b i l i s t i c a m e n t e ,  
não há m a i s  n e c e s s i d a d e  das r e s t r i ç õ e s  que e s t a b e l e c e m  as quan
\
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t i d a d e s  m í n i m a s  a s e r e m  t r a n s p o r t a d a s ,  r e s t a n d o  a p e n a s  as res 
t r i ç õ e s  que l i m i t a m  a c a p a c i d a d e  da fo nt e,  ou seja:
N
E x i j K < S ik ' i= 1- ri i K= 1, L (3.14)
j =1 ■
> 0 j i= 1, M J K= 1, L (3.15)
X ijK -
A o b t e n ç ã o  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  e x p r e s s a  em (3.13) con 
s i d e r a  i m p l i c i t a m e n t e  as m e s m a s  h i p ó t e s e s  f e i t a s  p a r a  o b t e n ç ã o  
das e x p r e s s õ e s  (2.13) e (3.9).
□ m o d e l o  ac ima , e x p r e s s o  por ( 3 . 1 3 ) , ( 3 . 14 ) e (3.15),
ser á c h a m a d o  de " m o d e l o  de t r a n s p o r t e  e d e m a n d a  e s t o c a s t i c o s "  e
o p r o b l e m a  que o o r i g i n o u  c h a m a r - s e - a  " p r o b l e m a  de t r a n s p o r t e  
e d e m a n d a  e s t o c a s t i c o s "  (P T D E ) .
A s o l u ç ã o  do p r o b l e m a ,  tal como e s t á  m o d e l a d o ,  irá
f o r n e c e r  a e s t r a t é g i a  ó t i m a  que s e r v i r á  de b a se  'as f u t u r a s  deci 
sõ es  da a d m i n i s t r a ç ã o  do s i s t e m a  de t r a n s p o r t e  e a r m a z e n a g e m .  
D e v e - s e  ter  em mente, que o m o d e l o  não c o n s i d e r a  os e v e n t u a i s  
p r e j u í z o s  que a e m p r e s a  v e n h a  a ter caso não c o n s i g a  uma aprox_i? 
m a ç ã o  s a t i s f a t ó r i a  e n t r e  a s i t u a ç ã o  real e a s i t u a ç a o  d e s c r i t a ^  
n a - e s t r a t é g i a  ótima.
3.2. A n á l i s e  Q u a l i t a t i v a  do P T D E
N e s t e  i t e m  será f e i t o  uma a n á l i s e  q u a l i t a t i v a  da fun_ 
ção o b j e t i v o  do PTDE.
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P r o p o s i ç ã o  1.
S e j a m  as f u n ç õ e s  (Y - vl f^ív] e ® i k ^ ^
i n t e g r á v e i s  no i n t e r v a l o  [ o ,  00) e d e f i n a - s e  e G ^  sob r e
[ 0 , 00) por:
. r >^ j ^ j ^  j  (Y. - v ) f j ( v ) d v
0
ik
r (Y i =i k ik '








c . . . x . . +ij k ij k
M L
+ E E 
i = 1 k = 1 b ik E ik
- b -'l y • bi k i k +




e . E .
J J i . V ■ + í d . + e . ) F . (Y . ) i Yj J -J J J
é c o n t i n u a .
P r o v a
D ad o que as f u n ç õ e s  f. e gJ 1 K
s a o i n t e g r á ­
ve is  s o br e [o, °°) , então as funções Fj e G.^ são contínuas no m e s m o
i n t e r v a l o  ( t e o r e m a  8, c a p í t u l o  13 de (2)), p o r t a n t o  as f u n ç õ e s :
(2) S P I V A K ,  M. - op. c i t a d o  - pg. 344.
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fã + h )r e (d + e. lF, são t a m b é m  c o n t í n u a s  ik i k i k j J J
Po r o u t r o  lado, as f u n ç õ e s  Y ik + ^ik E ik ;
_o Y + e E e C j u  s ã° f u n ç õ e s  l i n e a r e s  e pojr j j j j 1JK 1JK
t a n t o  c o n t í n u a s  p a r a  os v a l o r e s  de s o b r e  [o, °°) .
D e s d e  que a soma de f u n ç õ e s  c o n t í n u a s  em um m e s m o  in_ 
t e r v a l o ,  é t a m b é m  uma f u n ç ã o  c o n t i n u a  p a r a  es te  i n t e r v a l o ,  r £  
su l t a  que Z é c o n t í n u a  par a v a l o r e s  de x ^ ^  s o br e [o, °°) .
A p r o p o s i ç ã o  2 irá d e f i n i r  as c o n d i ç õ e s  n e c e s s á r i a s  
pa r a  que a f u n ç ã o  Z da e x p r e s s ã o  (3.13) seja d e r i v á v e l .
P r o p o s i ç ã o  2.
S e j a m  as f u n ç õ e s  (Y. - v) f (v) e ^ Y ^  - t ) g ^ ( t )3 >J
i n t e g r á v e i s  e c o n t í n u a s  s o b r e  [o, 00) e d e f i n a - s e  Fj e G ^  s o ­
bre [ O , «O por:
F (Y ) = / (Y. - v)f  . (v)dv3 3 /  3 J
0
e n t ã o  a f u n ç ã o  Z d e f i n i d a  por:
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M N L
z = E E E c ij k X ij k
i = 1 C_ j.
 II f—» k = 1
N ■ L 
+ £ £ 
i = l k = 1




e E - e. Y. + (d. + e . ) F . (Y . ) 
j j  J J  J J J J
é d e r i v á v e l  em r e l a ç ã o  a x. so bre  [ o ,  00). 1JK
P r o v a .
A p a r t i r  do t e o r e m a  f u n d a m e n t a l  do c á l c u l o ,  p o d e m o s
a f i r m a r  que F e 'G , são d e r i v á v e i s  em q u a l q u e r  p o n t o  sobre  j ik
fo, «O, p o r t a n t o  (a., + e í d - + e * ] F . s e rã o tam-í k i k i K  J j J
b ém d e r i v á v e i s .
As f u n ç õ e s  - b . k Y . k + b . k E ^ ,  -e. Y. + e . E . e
c x . são f u n ç õ e s  l i n e a r e s  e p o r t a n t o  c o n t í n u a s  e deriv_á ijk i]k
v e i s  para t o d o s  v a l o r e s  de x _ k so b r e  [ o ,  «O.
D e s d e  que a soma das d e r i v a d a s  de du as  ou m a i s  fun_
ç õe s com r e s p e i t o  a uma m e s m a  v a r i á v e l  é igual a d e r i v a d a  da
soma d e s t a s  f u n ç õ e s  para  a v a r i á v e l  em q u e s t ã o ,  r e s u l t a  que 
Z ’ é d e r i v á v e l  em [ o ,  «O com r e s p e i t o  a v a r i á v e l
0 lema que será a p r e s e n t a d o  a s e g u i r  s e r v i r á  a p e n a s  
como bas e t e ó r i c a  de r e f e r ê n c i a  para  a p r o p o s i ç ã o  3. Este
m e s m o  lema a p a r e c e  d e m o n s t r a d o  no c a p í t u l o  3 de (3), p o r é m
(3) H A D LE Y,  G., " N o n l i n e a r  and D y n a m i c  P r o g r a m m i n g ,  A d d i s o n  
W e s l e y ,  p g . 89-90, 1964.
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Lema 1 .
S ej a h(x) uma f u n ç ã o  c o n t í n u a  e h(X) > 0 s o b r e  [o,°°) 
e n t ã o  a f u nç ã o:
H (Y ) = / ( Y - x ) h ( x l d x
0
é c o n v e x a  d e s d e  que (Y - x)f(x) seja i n t e g r á v e l
P r o v a .
C o n s i d e r e  o p o n t o  Y d e f i n i d o  s o b r e  [k , k^] com
k^ > k , logo Y po de  ser e x p r e s s o  por combinação, dos l i m i t e s  
do i n t e r v a l o ,  seja e n t ã o  Y = Ak^ + (1 - X 3 k ^  c o m  0 < A < 1.
Por o u t r o  lado, o v a l o r  de H no p o n t o  Y será  da do  por:
H (Y ) = / [Ak2 + (1 - A ) k 1 - x ] h ( x ) d x
'o
[Ak2 + (1 - À)k^ - x + Ax - A x ] h ( x ] d x
[Ak2 + (1 - A ) k - (1 - A ) x - Ax] h' ( x ] d x
A / (k2 - x ) h ( x ) d x  + C1 - A 3 / ( k ^ - x ) h ( x ) d x
E n t r e t a n t o ,  d e s d e  que h(x) > 0 e k ^  - x < 0 p a r a  um 
x q u a l q u e r  e n t r e  k ^ e Y e k 2 ~ x > 0  pa ra v a l o r e s  de x 
e n t r e  Y e k 2 » se c o n c l u i  que as s e g u i n t e s  a f i r m a ç õ e s  são 
v e r d a d e i r a s :
k 2
( k 2 - x ) H ( x ) d x  > 0
C K ^  - x ) h ( x ) d x  < 0
P o r t a n t o  :
k2 / K 1
H (Y ) < X /  (k2 - x ) f t x l d x  + il - X) ( ^ - x l f C x l d x
ou
H(Y) < A H ( k 2 ) + (1 - XJH Ck j)
logo a f u n ç ã o  H(Y) é c o n v e x a
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A p r ó x i m a  p r o v a  m o s t r a  que sob d e t e r m i n a d a s  c o n d i ­
ções, a f u n ç ã o  o b j e t i v o  Z é c o n v e x a .
P r o p o s i ç ã o  3 .
S e j a m  as f u n ç õ e s  (Y - v ) f j ( v )  e ^ Y ^  ~
i n t e g r á v e i s  e contínuas sobre (^ « °°^ ’ com  ^ j t v ) > 0 e g ^ k ( t ] > 0  




G i k ÍYi k 5 / ( Y lk - t ) g i K (t)dt
0















b . i E.. +' b . . Y + ( a . . ' + b ) G ( Y )  ik ik ik ik ik ik ik ik
c o n v e x a  s o b r e  o e s p a ç o  de [o, °°]Mx N x L
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P r o v a .
A t r a v é s  do lema 1 p o d e m o s  a f i r m a r  que F e G1 K J
f u n ç õ e s  c o n v e x a s .  Por o u t r o  lado as f u n ç õ e s  e x p r e s s a s
- b . . Y . , + b . . E., , -e.Y-s + e. E. e c. x. são ik ik ik ik j J j j ijk íjk
çõe s l i n e a r e s .  D e s d e  que a soma de f u n ç õ e s  c o n v e x a s  e
res d e f i n i d a s  em um m e s m o  e s p a ç o  r e s u l t a  em uma f u n ç ã o  
xa no e s p a ç o  c o n s i d e r a d o ,  c o n c l u i - s e  i m e d i a t a m e n t e  que 
será c o n v e x a .
Assim, f i c a  d e m o n s t r a d o  que sob c e r t a s  c o n d i ç õ e s
f u n ç ã o  o b j e t i v o  do PT DE  é c o n t í n u a , d e r i v á v e l  e c o n v e x a  
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C A P Í T U L O  IV
4. I M P L E M E N T A Ç Ã O  C O M P U T A C I O N A L
D e s d e  que se u t i l i z e  o c o m p u t a d o r  pa ra  a s o l u ç ã o  do 
PTDE, a p r e f e r ê n c i a  p or um ou o u t r o  a l g o r i t m o  d e v e r á  r e c a i r  so 
bre a q u e l e  que m e l h o r  s a t i s f a ç a  as s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s :
- f a c i l i d a d e  de i m p l e m e n t a ç ã o  em c o m p u t a d o r ,
- ba i x o  c o n s u m o  de m e m ó r i a ,
- p o u c o  t e m p o  de p r o c e s s a m e n t o .
É e v i d e n t e  que os a t r i b u t o s  descrito.s sao
b a s t a n t e  s u b j e t i v o s  e c om  isto a a v a l i a ç ã o  de um algo^ 
r i t m o  ”a p r i o r i "  te m r a z o á v e l  gr au  de iricerteza, o que não impj3 
de no e n t a n t o ,  de se d e f i n i r  p e l o  m e n o s  um g r u p o  de algorit_ 
mos, p o t e n c i a l m e n t e  c a p a z e s  de a t e n d e r  os r e q u i s i t o s  para  a s£ 
luç ão  c o m p u t a c i o n a l  do PTDE.
4.1. T é c n i c a s  P o t e n c i a l m e n t e  C a p a z e s  par a a S o l u ç ã o  do PTD E
Pa r a a s o l u ç ã o  do PTE, já f o r a m  p r o p o s t o s  d i v e r s o s  
m é t o d o s .  E n t r e  as p r i m e i r a s  t e n t a t i v a s  es ta  a de D a n t z i g  e 
F e r g u s o n  (1) que desenvolveram uma t é c n i c a  pa ra  a s o l u ç ã o  do pro 
b l e m a  q u a n d o  a d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i 1 idades da d e m a n d a  é d i s ­
c r e t a  .
(1) DANTZIG!,1- G. B., "Linea,]*' P r o g r a m m i n g  and E x t e n s i o n s "  ,Prin 
c e t o n  U n i v e r s i t y  P r es s,  pg. 5 8 0 -5 91 , 1963.
Em 1960, E l m a g h r a b y  (2 ) p u b l i c o u  um m é t o d o  e s p e c i f i  
co par a a s o l u ç ã o  do PTE o qual leva ao ó t i m o  em um n ú m e r o  fi_ 
n i t o  de i t e r a ç õ e s .
W i l l i a m s  (3), S z w a r c  (4), H a d l e y  (5) e W i l s o n  (6) 
são a l g u n s  dos p e s q u i s a d o r e s  que p r o p u s e r a m  t é c n i c a s  pa ra  e n c o n  
t r a r  a s o l u ç ã o  ó t i m a  do PTE.
Em 1978, C o o p e r  e L e B l a n c ' ( 7 )  p u b l i c a r a m  um s x c e  
l e n t e  t r a b a l h o  o n d e  u t i l i z a m  uma v a r i a n t e  do a l g o r i t m o  de F r a n k  
e W o l f e ,  na s o l u ç ã o  do PTE e de o u t r o s  p r o b l e m a s  c u j a s  fujn 
ções  o b j e t i v o  e r a m  c o n v e x a s .  N e s t a  m e s m a  p u b l i c a ç ã o  é discut_i 
da o desempenho de vários algoritmos na solução de problemas convexos. As 
c o n c l u s õ e s  a que e s t e s  a u t o r e s  c h e g a r a m  são b a s t a n t e  f a v o r á v e i s  
a u t i l i z a ç ã o  da v a r i a n t e  do a l g o r i t m o  de F r a n k  e W o l f e  em p r £  
b l e m a s  c om  f u n ç õ e s  o b j e t i v o  c o n v e x a s  e, a m e d i d a  que as dimen_ 
sões  do p r o b l e m a  c r e s c e m ,  j u n t o  c om  e s t a s  c r e s c e m  t a m b é m  as 
v a n t a g e n s  no uso d e s t e  m é t o d o  em r e l a ç ã o  aos d e m a i s .
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(2) E L M A G H R A B Y ,  S.E., " A l l o c a t i o n  U n d e r  U n c e r t a i n t y  Wh en  the
D e m a n d  Has a C o n t i n o u s  D.F.", M a n a g e m m e n t  S c i e n c e ,  Vol. 
6, n 9 7, pg. 27 0- 2 9 4 ,  1960.
(3) W I L L I A M S ,  A. C., "A S t o c h a s t i c  T r a n s p o r t a t i o n  P r o b l e m ,  Oper.
Re s e a r c h ,  Vol 11, n 9 5, pg. 759- 77 0,  1963
(4) S Z WA RC , W., "The T r a n s p o r t a t i o n  P r o b l e m  W i t h  S t o c h a s t i c  De_
m a n d ”. M a n a g e m e n t  S c i e n c e ,  Vol. 11, n 9 1, pg. 33-50, 1964.
(5) H A D L E Y  - op. c i t a d o  - pg. 165- 167 .
(6.) W I L S O N ,  D. , "An a P r i o r i  B o u n d e d  Mod el  for  T r a n s p o r t a t i o n
P r o b l e m s  W it h  S t o c h a s t i c  D e m a n d  and I n t e g e r  S o l u t i o n s "  , 
AI IE  T r a n s a c t i o n s ,  Vol. 4, n 9 3, p g . 18 6- 1 9 3 ,  1972.
(7) C O O PE R ,  L. e L eB la n c ,  L.L. - op. c i t a d o s  - pg. 3 2 7 - 3 3 7 .
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A i n d a  em 1978, F r a n ç a  e Luna (8j t a m b é m  o b t i v e r a m  
bons r e s u l t a d o s  c om  a a p l i c a ç ã o  da v a r i a n t e  do a l g o r i t m o  de
F r a n k  e W o l f e  na s o l u ç ã o  do PTE.
E s t e s  r e s u l t a d o s  a n i m a d o r e s  c o n s e g u i d o s  r e c e n t e m e n t e  
po r C o o p e r  e L e B l a n c ,  F r a n ç a  e Luna, l e v a r a m  o a u t o r  a tam 
bém u t i l i z a r  o a l g o r i t m o  de F r a n k  e W o l f e  na s o l u ç ã o  do PTDE.
4.2. A V a r i a n t e  do A l g o r i t m o  de F r a n k  e W o l f e
A v a r i a n t e  do a l g o r i t m o  de F r a n k  e Wo lfe , t r a t a  de 
p r o b l e m a s  de o t i m i z a ç ã o  de uma f u n ç ã o  não li ne ar , p o r é m  deri- 
vável, s u j e i t a  a r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s .  C o n f o r m e  es tá  d e s c r i ­
to no c a p í t u l o  8 de (9), t r a t a - s e  de um a l g o r i t m o  que d e t e r m i n a  
a cada i t e r a ç ã o ,  uma d i r e ç ã o  de b u s c a  da s o l u ç ã o  ó t i m a  do 
p r o b l e m a  de m i n i m i z a ç a o  não li near. Is to  é o b t i d o  a t r a v é s  
da s o l u ç ã o  c o m p l e t a  de um s u b p r o b l e m a  lin ea r,  que te m c o m o  o b j £  
tivo, a m i n i m i z a ç ã o  da a p r o x i m a ç ã o  de T a y l o r  de p r i m e i r a  o r d e m  
da f u n ç ã o  li nea r,  a p a r t i r  de uma s o l u ç ã o  f a c t i v e l  do p r o b l e m a  
não linear.
A n t e s  de a p r e s e n t a r  o a l g o r i t m o ,  c o n v é m  e s c l a r e c e r  a 
n o t a ç ã o  e m p r e g a d a  aqui:
(8) F R Á N Ç A , P. M ., e LUNA, H. P., " P r o b l e m a s  de T r a n s p o r t e  e L £
c a l i z a ç ã o  E s t o c á s t i c o s  pela D e c o m p o s i ç ã o  De B e n d e r s  Ge ne  
r a l i z a d a " ,  XI - S i m p o s i o  B r a s i l e i r o  de P e s q u i s a  0 p e r a c i £  
n a 1 , 1978
(9) Z A N G W I L L ,  W., " N o n l i n e a r  P r o g r a m m i n g :  a u n i f i e d  a p p r o a c h "
P r e n t i c e  - Hall, p. 15 8- 16 2, 1 9 69.
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ra
• KU - uma s o l u ç ã o  f a c t í v e l  p a r a  o p r o b l e m a  nao li 
near,
U = v a r i á v e i s  do p r o b l e m a  não li ne ar ,
V = uma s o l u ç ã o  f a c t i v e l  p a r a  o p r o b l e m a  li near,
V = v a r i á v e i s  do p r o b l e m a  linear,
d^ = = d i r e ç ã o  que p r o v o c a  um d e c r e s c i m o
na f u n ç ã o  o b j e t i v o  não li ne ar,
fCU) = f u n ç ã o  o b j e t i v o  não li ne ar,
f (V ) = f u n ç ã o  o b j e t i v o  l i n e a r  que se a p r o x i m a  da f(U)
A = m a t r i z  dos c o e f i c i e n t e s  das r e s t r i ç õ e s ,
B = m a t r i z  das c o n s t a n t e s .
A s e g u i n t e  s e q u ê n c i a  de p a s s o s  d e f i n e  o a l g o r i t m o  p£  
3 m i n i m i z a ç ã o :
KP a s s o  0: dê a s o l u ç ã o  i n i c i a l  U com k= 0 par a o 
p r o b l e m a  .
Min f (U )
s . a .
AU = B 
U > 0
P a s s o  1 C a l c u l e  Vf (U ^)  e fa ça  f (V ] = V f ( U ^ ) ^ V
40
P a s s o  2: R e s o l v a  o p r o b l e m a  l i n e a r  
Min fCV)
s . a .
AV = B
V > 0
a s o l u ç ã o  ser á V = V*''
P a s s o  3: Se V f ( U k )t ( V K - l)k ) < 0; PARE , a solu-
Kção ó t i m a  é U j do c o n t r á r i o  vá pa ra  o pas_ 
s o 4 .
P a s s o  4: C a l c u l e  a no va  s o l u ç ã o :
U K+1 = U K + o ( VR - U K ); a e J e J= [o, l]
f a ç a  k: = k + 1 e r e t o r n e  ao p a s s o  1.
Este  a l g o r i t m o  foi i m p l e m e n t a d o  no c o m p u t a d o r  IBM 
3 6 0 / 4 0  da UFSC, com a . f i n a l i d a d e  de se o b t e r  a s o l u ç ã o  ó t i m a  
par a v á r i o s  p r o b l e m a s  do t i p o  PTDE, um dos q u a i s  é a p r e s e n t a d o  
com o i l u s t r a ç ã o  no c a p í t u l o  a se gu ir.
C A P Í T U L O  V
5. I L U S T R A Ç Ã O
5.1. O P r o b l e m a
Est e p r o b l e m a , é  um p r o b l e m a  r e d u z i d o  de um p r o b l e m a  
real, isto é, o p r o b l e m a  aqu i a p r e s e n t a d o  tem um n ú m e r o  de \j a_ 
r i á v e i s  m e n o r  do que o v e r d a d e i r o ,  p o r é m  a e s t r u t u r a  o r i g i n a l  
do p r o b l e m a  real foi m a n t i d a .
Então, par a i l u s t r a r  a a p l i c a ç a o  do m o d e l o  do P T D E  se 
rã a p r e s e n t a d o  um p r o b l e m a  p e q u e n o  com d u a s  f o n t e s  de abasteci, 
m e n t o  s e n d o  que em uma d e s t a s  f o n t e s  há do is  m o d o s  de t r a n s p o r  
te, no o u t r o  a p e n a s  um m o d o  e, e x i s t e m  c i n c o  m e r c a d o s  c o n s u m i ­
d o r e s  a s e r e m  a b a s t e c i d o s .
As r e s t r i ç õ e s  do p r o b l e m a  l i m i t a m  a q u a n t i d a d e  do p r £  
du t o f o r n e c i d a  por ca da  f o n t e  de a b a s t e c i m e n t o  ( r e s t r i ç õ e s  natu 
rais do P T D E ]  e a l é m  d e s t a s ,  f o r a m  e s t a b e l e c i d o s  l i m i t e s  m í n i ­
mos e m á x i m o s  da q u a n t i d a d e  a ser t r a n s p o r t a d a  pa ra  cad a m e r  
c a d o  c o n s u m i d o r .
0 q u a d r o  1 a p r e s e n t a  os c ó d i g o s  a t r i b u i d o s  as f o n t e s  
de a b a s t e c i m e n t o ,  m e r c a d o s  e m o d o s  de t r a n s p o r t e .
Po r  c o n v e n i ê n c i a  e f a c i l i d a d e  de t r a t a m e n t o  m a t e m á t i ­
co, foi a s s u m i d o  que a d i s p o n i b i l i d a d e  de t r a n s p o r t e  e a d e m a n ­
da s e j a m  d i s t r i b u i ç õ e s  e x p o n e n c i a i s .
A q u a n t i d a d e  m á x i m a  a s er  t r a n s p o r t a d a  p a ra  cad a um 
dos m e r c a d o s  foi e s t a b e l e c i d a  como se n d o  i g ua l a m é d i a  do cons_u 
mo do r e s p e c t i v o  m e r c a d o .
No q u a d r o  2 e s ta o c o l o c a d o s  os c u s t o s  u n i t á r i o s  rsla 
t i v o s  a c a d a uma das v a r i á v e i s .  N o t a - s e  n e s t e  q u a d r o  que a 
v a r i á v e l  x ^  p o s s u i  um c u s t o  u n i t á r i o  de f r e t e  be m m a i o r  do 
que q u a l q u e r  o u t r a  v a r i á v e l ,  isto p o r q u e  o p e r c u r s o  e n t r e  a fon_ 
te de a b a s t e c i m e n t o  1 e o m e r c a d o  3 não e x i s t e  ou não p o d e  ser 
u sa do , e s t e  p r o c e d i m e n t o  t em  com o o b j e t i v o  a s s e g u r a r  que este  
c a m i n h o  seja p r e t e r i d o  em r e l a ç ã o  aos d e m a i s .
No q u a d r o  3 a p a r e c e m  as m é d i a s  da d i s p o n i b i l i d a d e  de 
t r a n s p o r t e  r e l a t i v a  a ca da  m o d o  em cada  fo nte .
No quadro 4 e s t ã o  as médias de consumo em c a da  m e r c a d o .
As m é d i a s  a p r e s e n t a d a s  nos q u a d r o s  3 e 4 f o r a m  o b t i ­
das a p a r t i r  de p e r í o d o s  a n t e r i o r e s  de igual t a m a n h o .
No q u a d r o  5 e s t ã o  c o l o c a d o s  as q u a n t i d a d e s  m á x i m a s
do p r o d u t o  que s e rã o t r a n s p o r t a d a s  das f o n t e s  de a b a s t e c i m e n ­
to a t r a v é s  dos m o d o s  de t r a n s p o r t e  d i s p o n í v e i s .
□ q u a d r o  6 a p r e s e n t a  as q u a n t i d a d e s  m í n i m a  e m á x i m a  
do p r o d u t o ,  que p o d e r á  ser c o l o c a d a  em cad a m e r c a d o  consumidor.
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F O N T E  DE ABASTECIMENTO-FT 
A 
B
C Ö D I G O
1
2
M O D O - M D C Ö D I G O
R o d o v i á r i o 1
F e r r o v i á r i o 2






Q u a d r o  1 ~ C o d i g o  das f o n te s,  me r  
cado s e m o d o s  de t r a n s p o r t e s .
FT nc MD VAR C U S T O S  ($/ton)
i 3 k x • • L. c . . .ij K 3 ik b ik d .J
e .J
1 i 1 x 111 55 5 80 4 10
1 i 2 X 112 40 5 70 4 10
1 2 1 X 12 1 30 5 80 3 15
1 2 2 X 1 2 2 30 5 70 3 15
1 3 1 X 1 3 1 10 5 80 5 10
1 3 2 X 1 3 2 1000000 0 0 0 0
1 4 1 X 1 4 1 30 5 80 4 12
1 4 2 X 1 4 2 27 5 70 4 12
1 5 1 X 1 5 1 60 5 80 5 10
1 ' 5 2 X 1 52 43 5 70 5 10
2 1 1 X 2 11 35 6 50 4 10
2 2 1 X 22 1 10 6 50 3 15
2 3 1 X 231 15 6 50 5 10
2 4 1 X 2 4 1 80 6 50 4 12
2 5 1 X 2 5 1 55 6 50 5 10
Q u a d r o  2 - Cu s t o s  u n i t á r i o s  r e l a t i v o s  a cada  uma das v a ­
r i á v e i s  .
A B A S T E C I M E N T O D I S T R I B U I Ç Ã O
FT MD E X P O N E N C I A L
i K M É D I A  (ton)
1 1 5 0 0 . 0 0 0
1 2 3 5 0 . 0 0 0
2 1 4 0 0 . 0 0 0
Q u a d r o  3 - M é d i a s  da d i s p o n i b i 1 id a- 
de de t r a n s p o r t e  nas f o n t e s  de a b a_s 
t e c i m e n t o .
C O N S U M O D I S T R I B U I Ç Ã O
MC - E X P O N E N C I A L
j M É D I A  (ton)
1 3 5 0 . 0 0 0
2 1 7 0 . 0 0 0
3 1 8 0 . 0 0 0
4 1 3 0 . 0 0 0
5 2 5 0 . 0 0 0
Q u a d r o  4 - M é d i a s  do c o n s u m o  em c a ­
da um dos m e r c a d o s .
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A B A S T E C I M E N T O
Q U A N T I D A D E S (ton )FT MD
i k S ik
1 1 3 1 0 . 0 0 0
1 2 3 9 0 . 0 0 0
2 1 3 5 0 . 0 0 0
Q u a d r o  5 - Q u a n t i d a d e s  m á x i m a s  do p r o ­
duto, f o r n e c i d o s  p e l a s  f o n t e s  de a b a s ­
t e c i m e n t o  .
C O N S U M O Q U A N T I D A D E S  (ton)
MC D . J
j M l N I M O M A X I M O
1 2 8 0 . 0 0 0 3 5 0 . 0 0 0
2 13 0. 000 1 7 0 . 0 0 0
3 1 4 0 . 0 0 0 1 8 0 . 0 0 0
4 1 0 0 . 0 0 0 1 3 0 . 0 0 0
5 2 2 0 . 0 0 0 2 5 0 . 0 0 0
Q u a d r o  6 - Q u a n t i d a d e s  m í n i m a s  e m á x i m a s  do p r o ­
duto a s e r e m  c o l o c a d a s  em ca da  me rc a d o .
5.2. A p l i c a ç ã o  do m é t o d o  de F r a n k  e W o l f e
P a r a  a p l i c a ç ã o  do m é t o d o ,  foi d e s e n v o l v i d o  um p r o g r a  
ma c o m p u t a c i o n a l  cuj a l i s t a g e m  está no a n e x o  2.
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No a n e x o  1 sao d e s c r i t a s  as f o r m a s  de e n t r a d a  de da 
dos no p r o g r a m a  c o m p u t a c i o n a l .
0 a n e x o  3 c o n t é m  os r e l a t ó r i o s  i m p r e s s o s  pelo  co m p u  
t a d o r  na s o l u ç ã o  do p r o b l e m a  a p r e s e n t a d o  na se ção  5.1.
A o b t e n ç ã o  do g r a d i e n t e  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  do PTDE, 
u t i l i z a d a  no m é t o d o  de F r a n k  e W o l f e  esta  c o n t i d a  no a n e x o  4.
5.3. S o l u ç ã o  e A n á l i s e  dos R e s u l t a d o s  do P r o b l e m a  E x e m p l o
0 p r o g r a m a  c o m p u t a c i o n a l  r e a l i z o u  sete  i t e r a ç õ e s  para 
e n c o n t r a r  o v a l o r  ó t i m o  da f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  g a s t a n d o  p a r a  isto 
181 s e g u n d o s  de CPU em um c o m p u t a d o r  IBM 3 6 0 /4 0.
A s o l u ç ã o  i n i c i a l  do p r o b l e m a  não l i n e a r  foi o b t i d a
r e s o l v e n d o - s e  um p r o b l e m a  l i n e a r  on de  e r a m  c o n s i d e r a d o s  ap e n a s
os c u s t o s  de f r e t e  na f u n ç ã o  o b j e t i v o ,  s u j e i t a  ao m e s m o  c o n j u n  
to de r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s  do p r o b l e m a  não lin ear .
A i t e r a ç ã o  n ú m e r o  zero  é a p r ó p r i a  s o l u ç ã o  i n i c i a l  do 
p r o b l e m a  não linear.
A s e g u i r  a p a r e c e m  os r e s u l t a d o s  par a a i t e r a ç ã o  
ro ze ro  do m é t o d o  de F r a n k  e W o l f e ,  e com o já se di sse, os 
lo res das v a r i á v e i s  c o r r e s p o n d e m  aos v a l o r e s  da s o l u ç ã o  
ciai :
S o l u ç ã o  do p r o b l e m a  não l i n e a r  
I t e r a ç ã o  n ç 0 * s o l u ç ã o  i n t e r m e d i á r i a  
v a l o r  da FO « 5 1 . 6 2 0 . 0 9 6 , 0 0
V A R I Á V E L  V A L D R
* n i  ° - °
X 6 0 . 0 0 0 , 0
x 121
x 122 0,0
x 31 1 4 0 . 0 0 0 , 0
X 1 3 2 °’°
X 14 1 °'°
x 142 10 0.0 00 ,0
X 1 5 1 °’°
X 1 5 2 2 2 0 . 0 0 0  ,0
X 2 11 2 2 0 . 0 0 0 , 0
x 221 1 3 0 . 0 0 0 , 0
*231 ' 0 >°
X 241 0,0
X 2 51 0 , 0
núm e
VÜ  
i n i -
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segue 3 p r i m e i r a  i t e r a ç a o :
S o l u ç ã o  do p r o b l e m a  não l i n e a r
I t e r a ç ã o  n 9 1 * s o l u ç ã o  i n t e r m e d i á r i a
v a l o r  da Fü = 4 5 . 3 4 0 . 0 6 4 , 0 0
V A R I Á V E L  V A L O R
x 0,01 1 1
X 11 2 9 9 . 9 9 9 , 9 4
*121 °'°
*122  °'°
x 131 1 7 9 . 9 9 9 , 9 4
X 1 3 2 °’°
x 141 4 0 . 0 0 0 , 0
x 142 6 0 . 0 0 0 , 0
X 151 °'°
x,' 2 2 0 . 0 0 0  ,0JL b z
x 1 8 0 . 0 0 0 , 0
x 221 1 6 9 . 9 9 9 , 9 4
X 231 °’°
X 2 4 1 °’°
X 2 51 °'°
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a s e g u n d a  i t e r a ç ã o :
S o l u ç ã o  do p r o b l e m a  não l i n e a r  
I t e r a ç ã o  n ç 2 * s o l u ç ã o  i n t e r m e d i á r i a  
v a l o r  da FD = 4 5 . 1 1 6 . 0 9 6 , 0 0
V A R I Á V E L  V A L O R
X lll °’°
x 1 12 100 . 000 , 0
x 121 0,0
x 12 2 °*°
x 1 3 0 . 0 0 0 , 0
X 13 2 0 ,0
x 141 7 1 . 9 9 9  , 94
x 142 2 8 . 0 0 0 , 0 1
X 151 0,0
x 152 2 2 0 . 0 0 0 , 0
x 221 1 7 0 . 0 0 0 , 0
x 2 3 1
*251 °-°
A t e r c e i r a ,  q u a rt a,  q u i n t a  e s e xt a i t e r a ç õ e s  s e rã o 
o m i t i d a s  aqui, p o r é m  e s t ã o  c o n t i d a s  no a n e x o  3, onde  e s t ã o  li_s 
t a d o s  t o d o s  os r e l a t ó r i o s  i m p r e s s o s  sob c o m a n d o  do p r o g r a m a  
c o m p u t a c i o n a l .  A s e g u i r  ser á d e s c r i t o  a s é t i m a  s o l u ç ã o  que
f o r n e c e u  a s o l u ç ã o  ó t i m a  pa ra  o p r o b l e m a  d e s c r i t o  no i n i c i o  do 
c a p í t u l o .
S o l u ç ã o  do p r o b l e m a  não l i n e a r  
I t e r a ç ã o  n 9 7 * s o l u ç ã o  ó t i m a  
v a l o r  da FO = 4 2 . 7 7 6 . 8 3 2 , 0 0
V A R I Á V E L  V A L O R
* m  °-°
x 1 1 8 . 6 8 2 , 0
X1 21 ° ' °
x 122 °-°
x 3 1 8 0 . 0 0 0 , 0
X 132 °’°
x 141 1 3 0 . 0 0 0 , 0
X 14 2 °'°
X 151 °’°
x 152  2 2 0 . 0 0 0 , 0
x 2 n  1 6 1 . 1 1 7 , 3 1
x 221 1 7 0 . 0 0 0 , 0
X 2 31 °'°
X 2 41 °'°
X 2 51 ' °'°
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C A P I T U L O  VI
6. C O N C L U S Õ E S  E R E C O M E N D A Ç Õ E S
N e s t e  t r a b a l h o , o  a u t o r  d e s e n v o l v e u  um m o d e l o  de a r m a ­
z e n a g e m  e d i s t r i b u i ç ã o  a t r a v é s  da c o n s i d e r a ç ã o  de i n f o r m a ç õ e s  
a d i c i o n a i s ,  até e n t ã o  não u t i l i z a d a s  na f o r m u l a ç ã o  dos m o d e l o s  
m a t e m á t i c o s  p e r t i n e n t e s  a esta  área.
E s t a s  i n f o r m a ç õ e s  a d i c i o n a i s  u t i l i z a d a s  na c o n c e p ç ã o  
do no vo  m o d e l o ,  c a r a c t e r i z a m - s e  por c o n s i d e r a r :
- a d i s p o n i b i l i d a d e  a l e a t ó r i a  de t r a n s p o r t e  em cada 
um dos m o d o s  d i s p o n í v e i s ,
- os c u s t o s  de a r m a z e n a g e m  e t a m b é m - o s  c u s t o s  de o p o r  
t u n i d a d e  dos d i v e r s o s  m o d o s  de t r a n s p o r t e .
P o s t e r i o r m e n t e  o m o d e l o  d e s e n v o l v i d o  é a s s o c i a d o  ao 
m o d e l o  de t r a n s p o r t e  e s t o c ã s t i c o .  A l é m  d i s t o , é f e i t o  ainda, 
uma a n á l i s e  q u a l i t a t i v a  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  d e s t a  a s s o c i a ç ã o  de 
m o d e l o s .
D e v i d o  a f l e x i b i l i d a d e  da p r o g r a m a ç ã o  l i n e a r  para re_ 
p r e s e n t a ç ã o  de redes,  m u i t o s  c a so s e x c e p c i o n a i s  de s i s t e m a s  de 
t r a n s p o r t e  e a r m a z e n a g e m ,  não d e s c r i t o s  pel o m o d e l o  desenvolvi_ 
do, p o d e r ã o  ser a d a p t a d o s  a este. E s p e c i f i c a m e n t e  pa ra  o m o d e l o  
p r o p o s t o ,  p o d e m  o c o r r e r  s i t u a ç õ e s  em que o a d m i n i s t r a d o r  da
área  de t r a n s p o r t e s  não e s t a b e l e c e  uma q u a n t i d a d e  m á x i m a  do pro 
d u t o  a ser t r a n s p o r t a d a  em cad a um dos m o d o s  de t r a n s p o r t e ,  nes
53
te caso, e s t a s  q u a n t i d a d e s  s e r ã o  v a r i á v e i s  do p r o b l e m a .  Tal
situação, p od e  ser r e p r e s e n t a d a  com p e q u e n a s  a l t e r a ç õ e s  no con_ 
j u n t o  de r e s t r i ç õ e s  do m o d e l o  p r o p o s t o .
O u t r a  s i t u a ç ã o  não p r e v i s t a  pel o m o d e l o , m a s  que pod e 
ser i n c o r p o r a d a  a ele, é o cas o em que p a r t e  dos v e í c u l o s  que 
e x e c u t a m  o t r a n s p o r t e  não a p r e s e n t e m  c u s t o  de oportunidade quaji 
do e s t ã o  parados, s e n d o  que o c o r r e  o c o n t r á r i o  com o r e s t a n t e  
dos v e i c u l o s ,  que irã o r e p r e s e n t a r  um ônus  q u a n d o  e s t i v e r e m  
o c i o s o s .  E s t a  s i t u a ç ã o  t a m b é m  po de  ser r e p r e s e n t a d a  pelo  m £
d e l o  p r o p o s t o ,  u t i l i z a n d o - s e  par a isto a r t i f i c i o s  na f o r m u l a  
ção do p r o b l e m a .
A l é m  d e s t a s ,  o u t r a s  s i t u a ç õ e s  p o d e m  ser c o n v e n i e n t e  
m e n t e  r e p r e s e n t a d a s  pel o nov o m o d e l o ,  sen do  es te  portanto, uma 
f e r r a m e n t a  útil a s o l u ç ã o  de uma d e t e r m i n a d a  c l a s s e  de p r o b l e  
m a s  de d i s t r i b u i ç ã o  e a r m a z e n a g e m .
C o m o  p o s s í v e i s  e x t e n s õ e s  d e s t e  e s t u d o ,  o a u t o r  colo 
ca a g e n e r a l i z a ç ã o  do m o d e l o  d e s e n v o l v i d o  para  s i t u a ç ã o  em que 
e x i s t e  m a i s  de um p r o d u t o  a ser t r a n s p o r t a d o .  Uma o u t r a  e x ­
t e n s ã o  po d e ser f e i t a  a t r a v é s  da i n c o r p o r a ç ã o  de c u s t o s  u n i t á  
rios, que se r e l a c i o n e m  de f o r m a  não l i n e a r  com  as q u a n t i d a d e s  
do p r o d u t o .  ü d e s e n v o l v i m e n t o  de um a l g o r i t m o  e s p e c í f i c o  p £
ra a s o l u ç ã o  do problema, t a m b é m  pod e ser um e s t u d o  a ser f e i t o  
no f u t u r o .
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A N E X O  1
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E N T R A D À  DE D A D O S  DO P R O G R A M A  C O M P U T A C I O N A L
A s e g u i r  são d e s c r i t o s  a f o r m a  com que d e v e m  ser c o l o ­
ca d o s  os d a d o s  do p r o b l e m a .
c a r t Ao CAMPO D E S C R I Ç Ã O VAR. COLUNAS FORMATO O B S E R V A Ç Õ E S
P/l 1 título do problema TITL 1 - 60 15A4 (1) o n9 max - 
de restr. é 
= 20
(2) o n9 max 
de variaveis 
é = 40




(4) este car 
tão é neces­
sário somen­
te para os 
coeficientes 
^ 0





n 9 de restrições(1) 
n9 de variaveis(2) 
tolerância





1 - 4  
9 - 1 2  















1 - 5  














1 - 4  














1 - 4  








nome da restrição(4) 





1 - 4 





P/l 1 cartão bandeira(5) XI 1 - 4 A4
NOTA: A n o t a ç ã o  P/K e m p r e g a d a  ac ima , i n d i c a  que os p r ó x i m o s  car 
tõ es  d a q u e l e  ti po  são em n ú m e r o  de K
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A N E X O  2
L I S T A G E M  DO P R O G R A M A  C O M P U T A C I O N A L
E s t e p r o g r a m a  c o m p u t a c i o n a l ,  r e s o l v e  p r o b l e m a s  de
p r o g r a m a ç ã o  não l i n e a r e s  com r e s t r i ç õ e s  l i n e a r e s ,  a t r a v é s  da
a p l i c a ç ã o  da v a r i a n t e  do m é t o d o  de F r a n k  e Wo lf e,  tal como 
ela é d e s c r i t a  em Cl) ou (2).
A l é m  do p r o g r a m a  p r i n c i p a l  e x i s t e m  a i n d a  m a i s  ci n c o  
s u b r o t i n a s :  INP1, OEVA, SO LUC , A V A L E  e OUTP.
A l i s t a g e m  s e gu e nas p r ó x i m a s  p á gi n a s .
5 y
(1) COO P ER , L. e L eB l a n c ,  L. L. - op. c i t a d o
(2) Z A N G W I L L ,  W. - op. c i t a d o  - p g . 1 5 8 - 1 6 2
c * £ * <■ c * * * *c**** P R O G R A M A  P R I N C I P A L  C <■ <' * *C**** M E T O O O  D E  F R A N KC ♦ »r * *C * * * * ' E W O L F E
COMMON A(2 2 ,6 0 ) ,C(20,40)C )M MQN TI TL(15) , B (22 ) , 0 (20 ),D V (4 0 ).AAUX4 (4 ) I AAUX5( 4 ) ,XSOL ( 4 0 ) , XX( 40 ) , Xt.NHA { 20 J , V Aft ( 4 0 ) 
2EX3L ( 10), I 6AS I(2 0 )COMMCN NO,NI ,ITEST,I , J , J J ,N , M , N I TER , 1EPLCN,ALFA,XKAPA,S1GI,TÜL,NIT,X,L N I = 1 NJ = 3 NI T = 0 SIGI=0 .CC**** SU8R0TI NA PARA LEITURA OOS OAOOS 
C CALL I NP 1I F < ITEST) L, 1,999CC«*** SU3R0 TINA PARA CALCULO DA DERIVADA 
C 1 CALL DEVA DO 8 J = 1 , N 4(M+1,J)=DV(J)8 CONTINUECC**«* PREPARACAO d o s  d a d o s  c 00 32 1 = 1,M 
0!J 3 L J = 1,N 4 ( I , J ) = C M  , J)31 CONTINUEd( i )-=oi n
32 CONTINUE ‘•1PLU2 = M +2 Nrt=N+M ;n!1=N+100 33 1= 1,MPLU200 .2 3 J = N 1, NM A(I,J)=0«33 CONTINUE
C**** SUBROTINA PARA SCLUCAÜ DG O * * *  PROBLEMA DE PROGRAMACAO LINEAR 
C CALL SOLUCIr( ITEST)3 ,3,999
CÇ**** SUdROTINA PARA AVAL IACAO DA FO 
C 3 CALL AVALECC***# TdSTE DA SOLUCAO ENCONTRADA 
C X - 0 •DO 4 1 J = 1, NX-=X+OVÍJ)*{XSOL ÍJJ-XXIJJ )41 CONTINUEIr[AeS(X)-TÜL )4 4 ,44,43 44 ITE ST-1 GO TO 64 3 IT t ST =0CC**** 5U 3ROT INA PARA IMPRESSÃO OAS SOLUCOES 
C 6 CALL OUTPIF ( ITEST)99 9 »12,999
CC N J V A  SOLUCAO C 12 IF(NITER-NIT)10,999,ló
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1 6  N I T = N IT 1
S I G L = ( AI. F A * $ F L 0 A T ( N I T  ) ) * X K A P A  
IF ( S I G L - E P L O N  ) 1.3, 14 , 14
14 00 9 J = 1 , N
< S 1 L (J ) = X S O L ( J ) - X X I J )
I F ( X S O K  J ) ) 2 0 . 9 , 2 1
2 0  I F ( X S Ü L (J ) + S I G l ) 2 2 , 2 2 , 2 3
2 2  X < ( J ) = X X (J )- S IGL 
G O  T O  9
2 3  XXI J) = X X { J )  *-X SO L ( J )
:>J T O  9
21 I F Í X S O L  (J l-SIGl. ) 2 4 , 2 5 , 2 5
2 4  X X ( J ) = X X ( J )+ X S H L Í J)
G ) TO 9
2 5  X X I J ) = X X ( J ) + S I G L  
9 C O N T I N U E
; j t o  l
13 W;-U TE (NO, 1 0 0 2  )
1 0 0 2  F J R M T t  H 1 , 2 4 X ,  49( * * " ) / / 2 5 X , * +  F A T O R  DE », 
1* \ P R O X I M A C A O  M E N O R  Q U E  0 E S P E C I F I C A D O  
2 / / 2 5 X , 4 9 ( ' * ’))
9 9 9  C A L L  E X I T  
E N D
C***-* S U B R O T I N A  I N P I  
£  $  if.
5 U 3 R O U T  TNE I N P 1
C O M M O N  A ( 2 2 , 6 0 )  , 0 ( 2 0 . 4 0 )
C O M M O N  T I TL t 1 5 ) , 0 { 2 2 1 , 0 ( 2 0 ) , D V ( 4 0 ) , A A U X 4 ( 4 ) ,
1 A A U X 5 Í  4 ) , X S O L ( 4 0 J , X X ( 4 0  ) , X L N H A (20) ,V A R ( 4 0 ) ,
2 c X P I ( 10), I 3 A S K  2C)
C J M M O N  N ü , N I  , I T E S T . I , J , J J , N , M , N I T E R  ,
1 G P L C N , A L F A , X K A P A . S I G L , T O L  ,Nt T , X , Z  
O A T A  C M C / * * * * * ' /
I T E S T =0
w:U T E t N O , 1 0 0 1  )
1 0 0 1  F O R M A T I 1 H 1 , 9X » ' L I S T A G E M  O O S  •
I ' D  A 0 0  S * 1
C
C * * * *  L 5 I T U R A  0 0  T I T U L O  0 0  P R O B L E M A  
C
R r A  D (N I , 1 C 0 2 ) Í T I T L t I ) , 1 = 1 , 1 5 )
1 0 0 2  F J  * M A T ( 1 5 A 4 )
W R I T E t N O ,  1 0 0  3) t T I T L < I ), 1 = 1 , 1 5 )
1 0 0  3 F O R M A T ( / / 1 0 X , 1 5 A 4 )
Cc * * « *  l e i t u r a  no n o .  de p e s t r i c o e s ,  . v a p i a v e i s ,
C * * * «  T O L E R A N C I A  E I T E R A Ç Õ E S  D E S E J A D A S  
C
R c A D { N I , 1 0 0 4 ) M , N  * T O L ,N I T E R
1 0 0 4  F O R  M A T { 1 4 , 4 X , I 4 , 4 X , F 1 0 . 8 , 4 X , I 4 )
CO * * *  L E I T U R A  DO F T  O E  A P R O X I M A C A O ,  C T  PUL. TPVA 
C * * « *  .= L I M  0 0  FT O E  A P R O X  
C
■dR I T E t N O ,  1 0 0 5 )  M , N ,  N I T E R  , TOL
1 0 0 5  F O R M A T !  / / 10 X , ' N O .  O E  R E S T R I C O E S  = ‘, 1 4 / l O X ,  
l ' N O .  DE V A R I Á V E I S  = ’, I 4/ 1 0 X , • N O . M A X  DE
2 ' I TCRAC.OE S = • , I 4 /1 O X  , • TOL ER A N C  I A = ' . F 1 2 . 6 )  
R : A D ( N I , 1 0 1 6 1  A L F A , X K A P A , E P L O N
1 0 1 6  F 1 R M A T ( F 5 . 4 , 4 X , F 8 . 2 , 4 X , P 8 . 5 )
< R I T E t N O , 10 1 7 ) A L F A , X K A P A , f c P L O N
1 0 1 7  F O R M A T (/ / 1 0 X ,  « F A T O R  OE A P R O X I M A C A O  = * , F 5 . 4 /
11 ) X , ' C O N S T A N T E  M U L T I P L I C A T I V A  = * , F 8 . 2 /
2 1 0  L I M I T E  0 0  FA TOP P R O D U T O  =■ • rF I 2 ~ 6 l  
WÍ I TE tNU, I U 0 9  )
1 0 0 9  F J R M A T ( / / 10 X , ' V A R IA V E I S  0 0  P R O B L E M A  * / 1 0 X ,
I * E S O L U C A O  I N I C I A L ' /)
C
C * * *  * L E I T U R A  D A S  V A R  D O  P R O G  E S O L  I N I C I A L  
C
0 0  2 J = 1 , N
:< ú A C t N I , 1 0 1 0 )  V A R ( J )  , XX( J) , ( E X P K  I ) ,1 = 1 , 1 0 )
1 0 1 0  F J'tMATi A 4 , 4 X , F 1 0 . 2 , 4 X ,  10A4)
2 W R I T E t N O , 1 0 1 1 ) V A R t  J ) , X X ( J ) . {E X P L ( I 1 , 1 = 1 , 1 0 1
1 0 1 1  F O R M A T t 1 0 X . A 4 , ' = ' , F 1 0 . 2 , { ---------- ',
110 A 4 )
IT E ( N O ,  1 0 0 6 )
1 0 0 6  F O R M A T ( I I 1 0 X , ' P A R A M E T R O S  D A S  R E S T R I C O E S * /1
C
C ** *  * L E I T U R A  D O S  P A R A M E T R O S  D A S  R E S T R I C O E S  
C
D J  1 1 = 1 , 1
R t A D t N I , 1 0 0 7 ) X L N H A ( I ) ,D( I ) , ( E X P L ( J ) , J = 1, 10 ) 
1 0 0  7 F O R M A T (A 4 , 4 X , F i 2 . 2 , 4 X . 1 0 A 4 )
1 WR I T E t N O ,  1 0 0 3  J X L N H A t l ) ,D t I ) , ( E X P L t J !  , J = 1 , 10)
1 0 0 8  F O R M A T !  1 OX , A 4 , 3 X , F 10 . 2 , ’ ---------- % 1 0 A 4 )
OJ 12 I = 1 , M
0 0  12 J = 1 , N 
C U , J ) = 0 .
12 C O N T I N U E
«iRITEt-NO, 1 0 1 2 1
1 0 1 2  F J R M A T t / / 1 0 X , ' R E S T R I C O E S  —  V A R I A V E I S  E ' f 
1* C O E F I C I E N T E S ' / )
C
c * * * *  L E I T U R A  D O S  C O E F  O A S  R E S T R I C O E S  
C
7 R E A 0 1 NI , 1 0 1 3  ) XI , X J , X
1 0 1 3  F O R M A T ( A 4 , 4 X ,A 4 * 4 X , F 1 0 . 2 )
I F (XI-CMC)3 » 11 » 3 3 U ) 5 1 = 1, M I F ( XLNHA( I)-XI)5,6»5 5 CONTINUE 
1014 FORMAT^íòx?’OS DADOS ABAIXO SAO INCONSISTE* 
I • N T E S * )
wrtl T E Í N O ,  1 0 1 5 1 X Ï , X J , X1015 rJRMAT(10X,A4,6X,A4,6X,F10.2) IT E ST = 1
G Ü  T C  76 I I = IÜJ 8 J = 11N 
[ f ( V A R { J } - X J ) 3 , 9 , 8  
3 C O N T I N U E  
G O  TO 10
9 J J = JW < I T  E (N O » 1 0 1 5 ) X I » X J , X  
Ci I IjrJJ)=X 
GJ T O  7




O * * *  S U B R O T I N A  D E V AC ****
S J J R G U T I N E  OE VA 
C J M M O N  A 1 22 »f> 0) »C ( 2 0 . 4 0  )
C J M M C N  TITI.Í 1 5J , 0 ( 2 2 )  , 0 ( 2 0 )  , D V ( 4 0 )  .AAIJX4(4), 
1 ' U U X  5( 4) ,XSOL< 4 0 ) , X X (40) ,X L N H A <  2 0 ) , V A R (40) , 
2.EXPL ( 10 ) , I B A S  í ( 20 )
O J M M C N  N Q / N I , I T E S r , I , J * J J , N , M , N I 7 E R ,
1 c P L i J N , A L f- A , X K AI’ A , S I G L , T 3 L, NI T * X , Z 
Yll = X .< ( 1 ) + X X ( 3) + X X ( 5 ) + X X ( 7) + X X ( 9 ) 
Y 1 2 = X X ( 2 ) + X X < 4 J + X X ( 6 J + X X ( a ) * X X ( 1 0 )
Y 21 = X X ( 11 ) + X X { 12) + X X ( 13) + X X ( 14) + X X ( 15)
Y Y 1  = XX( 1 ) + X X ( 2 ) + XX( 11)
Y Y 2 = X X { 3 I+XX< 4 ) + XXÍ 12 )
Y Y 3 - X  X ( 5) +X X ( 6 ) +  XX (13)
Y Y 4 = X X (  7) + XX( 8) + XX( 14)














JV( l ) = - 5 0 . + 0 0 . + l C . -  
1 ( 5 - 0  + 3 0 .  )*( 1 . - 2 . 7 1 8 2  8 * *  ( —Y 1 1 / 5  0.0000. ) )- 
2 ( + . + 1 0 . ) * ( l . -  2 . 7 1 3 2  8 * * [ - Y Y 1 / 3 0 0 0 0 0 .  ) )
C V < 2 ) = - 4 0 . + 7 0 . + 1 0 . -  
1( 5 . 0 + 7 0 . ) * (  1 . - 2 .  7 1 8 2 « * * ( - Y 1 2 / 3 5 0 0 0 0 .  ) )- 
2( + 1 0 . ) * (  1 . - 2 .  7 1 8 2 8 * *  ( - Y Y 1 /  3 0 0 0 0 0 .  ) )
0 V ( 3 ) = - 3 0 . + 8 0 . + 1 5 . -  
1 ( 5 . 0 + 8 0 .  )*( 1 . - 2 .  7 1 8 2 3 * * (“Y I 1 / 5 0 0 0 0 0 . ) ) -  
2( 3 . + 1 5 . ) * (  1 . - 2 .  7 1 3 2 8 * * ( - Y Y 2 / 1 5 0 0 0 0 . ) )
OV Í A ) =-30^. 7 0 . +  15 .—
1 ( J . C + 7 0 . ) * ( 1 . - 2 . 7 1 8 2 3 * * ( - Y 1 2 / 3 5 0 0 0 0 . ) ) -  
2 ( 3 . + 1 5 . ) * ( 1 . - 2 . 7 1 8 2 8 * * ( - Y Y 2 / 1 5 0 0 0 0 . ) )
0 V ( 5 ) = - 1 0 . + 3 0 . +  1 0.- 
l ( 3 . C  + 3 0 . ) * ( 1 . - 2  .718 2 8 * * < - Y l 1 / 5 0 0 0 C 0 . ) )- 
2( 5. + 10. )*( 1 . - 2 .  7 1 3 2 8 * *  (-YY.3/ 1 5 0 0 0 0 .  ) )
Q V ( 6 ) = - 1 0 0 0 0 0  0.
u V  0 Í 3 Õ f ) Í U ? - 2 Í 7 Í Í 2 3 * * ( - Y l l / 5 0 0 0 0 0 . )  )- 
2 Í 4 : + Í 2 . 3 * < i - - 2 . 7 Í 3 2 3 * * ( - Y Y 4 / 1 3 C O O O . > )
U  5 < o Í 7 Õ f ) í a - ;12.l7 Í 8 2 8 * * ( - - Y 1 2 / 3 5 0 G G 0 . )  )-
2 í 4 1 + 1 2 . J*( 1 .—2 . 7 1 8 2 8 * * ( —Y Y 4 /  1.30000. ) )
M  5 ( o Í 3 Õ ^ ? * í l ? ~ 2 Í 7 Í 8 2 8 * * l - Y l  1 / 5 0 0 0 0 0 . )  )- 
2( 5.'+10. )* ( 1.- 2. 7 1 3 2 8 * * ( - Y Y 5 / 2 2 0 0 0 0 .  ) >
1 ( T  0+70T)'*( l l - í t *  1 8 2 3 * *  (-Y 1 2 / 3 5 0 0 0 0 .  ) >- 2 ( 3 I + 1 0 . ) * ( 1 . - 2 . 7 1 8 2 8 * * < - Y Y 5 / 2 2 C 0 0 0 . ))
l ? 6 Í o  + 5 o " ? * ( í ! - 2 t 7 13 2 3 * * ( - Y 2 1 / 4 0 0 0 0 0 . ) ) -  
21 ♦ .+ 10. .) * ( l . - 2 . 7 1 8 2 8 * * (  — Y Y 1 / 3 0 0 0 C 0 . 3 í
1 ? ^ ( 0 + 5 0 I ) * ( U - 2 t 7 1 8 2 8 * * ( - Y 2 1 / 4 0 0 0 0 0 . ) ) -  
2( 3 .* + 1 5 .  ) * ( 1 . : 2 7 7 1 3 2 8 * *  ( - Y Y 2 / 1  5 0 0 0 0 . ) )
1 ? 6 ‘o + 5 o T » * ( U - 2 ! 7 1 8 2 8 * * ( - Y 2 1 / 4 0 0 0 0 0 . ) ) -  
2( 5 . + 1 0 .  ) * ( 1 . - 2 . 7 1 3 2 8 *  v ( - Y Y 3 / l í > 0 0  0 0 . í )
l ? o ( c t 5 o " ) * T Í ! - l t 7  18 2 8 * * ( - Y 2 1 / 4 0 0 0 0 0 . ) ) -2 ( ^ :  + 1 2 . ) * ( 1 . - 2 : 7 1 3 2 8 * * ( - Y V 4 / 1 3 C 0 0 0 . ) )
l ? o Í 0 + 5 0 T ) * ( í ! - 2 t 7 1 8 2 8 * * ( ~ Y 2 1 / 4 0 0 0 0 0 . ) )- 





DV( 17 ) = 0 .
c *
D V ( 1 8 ) = 0 .
c *
0 V ( 19 1=0.
c <>
O V <  2 0  ) -0 .
c *
0 V ( 2 1 ) =0.
c *
D V ( 2 2 ) = 0 .
c *
D V ( 23 J =0.
c *
D V ( 2 4 1 = 0 .
c * 0 V ( 2 5 1 = 0 .
c tf
0 V t 26 1 =0.
c *  •
C V ( 2 7 J-0.
c *
) V ( 2 8 1 = 0 .
c *
^c T U R N .
/ e  n í o
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Q $ $ #
C * * * *  S U B R O T I N A  S O L U C
S U B R O U T I N E  S O L U C  
C G M M O N  A Í 2 2 , 6 0 )  , C ( 2 0 , 4 0 )
C J K K O N  T I T L I  15) , 0 ( 2 2 )  ,O ( 2 0 ) , D V < 4 0 ) , A A U X 4 <4) , 
1 A A U X 5 1 4) , X S Ü L ( 4 0 i , X X ( 4 0 )  , X L N H A ( 2 0 ) , V A R l 4 0 ) ,  
2 E X P L (  10), I S A S I I  20)
C O M M O N  N O . N I ,  I T E S T , I , J , J J , N , M , N I T E R ,  
1 E P L 0 N , A L F À , X K A P A , S I G L , T 0 L , N I T , X , Z  
Q U A  K B A  S 1/ ' 8 A* /
C A T A  LlíASI/* •/
I T E S T =0 
' I T E R S = 0
3 C M ♦ 1 ) = 0 •
3 ( M ♦ 2 ) = 0 .K = 2
N l •= N +1 
M  = N + M
C
C * * * *  I N I C I O  D A  F A S E  I 
C
QJ  1 2 0  J J J =  1 , N 
\ M + 2 , J J J ) = 0 . 0  
O J  1 2 0  1 1 1 = 1 , M
W M  + 2 , J J J ) = A (  M + 2 , J J J )  +A( I I I ,J JJ)
1 2 0  C D N T I N U E
C
O * * *  D E S E N V O L V I M E N T O  DE U M A  B A S E  A R T I F I C I A L  
C
)Ü 1 1 0  I I I = 1, M 
•JPLU I = N •-1 I I 
4 ( 1 1 1  ,N P L U I  ) = 1 . 0  
I 3 A S I (1 I I ) = 0 
i ( M ♦ 2 ) = 8 { M + 2 ) *■ B ( I I I )
1 1 0  C O N T I N U E
.i r E S T = B ( M +2 ) / lü O Ú O O O  .
C
UMb = (J.
S A = e ( M + l )
S3 = B ( '■1 + 2)
« i < I T E ( N 0 , 8 1 0 0 ) S 8 , S A  
3 1 0 0  F O R M A T !  1 X , 2 H W = , F 1 2 . 2 , 1 0 X , 2 H Z  = , F 1 2 . 2 )
MP L U K  = M +K 
OJ 4 1 0  J J J = 1 , N
I F ( A Í M P L U K , J J J ) - 0 P S ) 4 1 0 , 4 1 0 , 4 2 0  
4 2 0  l ) P S = A ( M P L U K , J J J )
J P I V = J J J  
4 1 0  C O N T I N U E
I F ( 0 P S - 1 . E - 0 6 ) 5 0 1 , 5 0 1 , 4 5 0
C
C * * * *  B U S C A  D A  L I N H A  P I V O  
C
4 5 0  R A T K  I = 1 . E +-06 
I P I V = M + 3
0 0  4 7 0  11 1 = 1, M
I F ( A ( I I I , J P I V ) - 1 . £ - 0 6 ) 4 7 0 , 4 6 0 , 4 6 0  
4 6 0  R A T I O = ü ( I I I ) / A ( I I I , J P I V )
I F (R A T t O - R A T M I ) 4 6 5 , 4 6 5 , 4 7 0  
4 6 5  R A T M I=R A T 10
1 P I V = I I I
• 4 7 0  C O N T I N U E
«/RI TE (NO, 20 01 ) I P I V f J P I V  , I T E R S . K  
2 0 0 1  F O R M A T ( I X , 5 H I P I V = , I 4 , 5 H J P IV = , I4 , 6 H I T E R S = ,I 4 , 2 H K = , I4) 
IF ( K—2 ) 4 7 1 , 4 7 4 , 4 7 1
4 7 1  00 4 7 5  I I I = 1 , H
I Fí IBAS I ( I I I )-0 1 4 7 5 , 4 7 2 , 4  7 5
4 7 2  I H A B S í M  II I, JPIV.) ) — 1. E - 0 6  ) 47 5 , 4 75 , 4 7  3
4 7 3 íP I V = I I I 
4 7 5  C O N T I N U E
4 7 4  P I V O T = A ( I P I V , J P I V )
I B A S I I I P I V ) = J P I V  
I T E R S = I T E R S + 1
C
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O * * *  S£ o P I V O  F O I  E N C O N T R A D O  T R A N S F O R M E  
C**** 1 T A B L E A U ,  D O  C O N T R A R I O ,  A S O L U C A O  
Ç * * * *  S c R A  I L I M I T A D A  
C MJ=M+3
I F ( IP I V - M 3 ) 4 8 5 , 4 9 6 , 4 3 5  
4 8 5  ü ú  5 0 0  I I 1 = 1 , M P L U K
IF( I I I - I P I V ) 4 9 7 , 5 0 0 , 4 9 7  
4 9 7  D O  4 8 0  J J J = 1 , N M
I F i J J J - J P I V 1 4 7 9 , 4 8 0 , 4 7 9
4 7 9  A ( l  I I , J J J ) = A < II I ,J J J ) - A ( I I I , J P I V ) * A ( I P I V ,J J J ) / P I V O T .
4 8 0  C O N T I N U E
3( I I I )=8( I I U - A Í I I  l , J P I V ) * B (  I P I V  J/PI V O T  
\í I I I , J P I V ) = 0 . 0
5 0 0  C O N T I N U E
DO 4 9 5  J J J = 1 , N M  _4 ( I P I V , J J J ) = A i I P I V , J J J ) / P I  V O T
4 9 5  C O N T I N U E
3( I P I V ) =£i í I P I V J / P I  V O T  
G O  T O  3*59
4 9 6  WS I T E ( N O , 1 0 0 6 )
1 0 0 6  F O R M A T ( 1 3 H  S O L U C A O  I L I M I T A O A )
I T E  S T = 1
GO TO 5 7 1
5 0 1  Í F ( K - 1 J 5 0 9 , 5 1 0 , 5 0 9
5 0 9  I F ( E l M + 2 Í—W T E S T 1 5 0 4 , 5 0 4 , 5 0 5
CC * * * *  N A Q  E X I S T E  S O L U C A O  P O S S Í V E L
C 5 0 5  'WR I TE ( N O  , 1 0 0 7  )
1 0 0 7  F O  ^ M A T (28ri N A O  E X I S T E  S O L U C A O  P Q S S I V E L )
I T E ST = 1 
G O  T C  5 71
5 0 4  <=1
GO T O  399
C I M P R E S S Ã O  DA S O L U C A O  OTI MA
C
5 1 0  C O N T I N U E
M U  TE (NO ,  1 0 0 8 ) 1  T E R S
1 0 0 8  F J R M A T ( 1 9 H  S C L U C A O  0 T 1 M A  A P G S r 2 X r £ 5 , 1 0 H  I T E R A Ç Õ E S )
I I M BO =- B ( M 1 )
. Wrtl TE (NÜ, l O l O J Z  I W B O
1 0 1 0  F J R V A T 1 2 5 H  F U N C A O  O B J E T I V O  M A X I M A  = , F L 2 —>)
« U  T E ( N Ü  , 10 11)1 0 1 1  F O R M A T ( 2 < , 8 H V A R I A V E L , 2 X , 6 H S T A r i i S , a X , 5 H V A L Ü R , 9 X , 6 H D E L T A J )  
DO 5 8 0  JJ J= 1, N
C O L J = V A R ( J J J  )
Q E L T J - A ( H  + 1 . J J J  )
D O  5 2 0  I I I = 1 , M 
11= I I I
I F ( I 3 A S I Í  II D - J J J )  5 20, 5 5 0 , 5 2 0  
5 2 0  C O N T I N U E
X S O L  (J J J ) - = 0 . 0  
J 3 A S I  = L B A SI 
GO  TO 5 6 0  
5 5 0  X S O L (J J J )  = 8 ( 1  13 
J d A S  I = K B A S  I
5 6 Ü  * R I T E t N O ,  1 0 0 9  Í C O L J ,J B A S I , X S O L ( J J J ) , D E L T J  
1 0 0  9 F J R M A T ( 5 X , A 4 , 4 X , A 2 , 7 X , F 1 2 . 2 , 4 X , F 1 2 . 6 )
5 dO C O N T I N U E  
GO TO 9 9 9  
5 7 1  w R I T E ( N O , 10 15)
1 0 1 5  F O R M A T ( 1 H 1 )
M ^ L U 2 = M + 2  '
00 8 0 0  1 1 1 = 1 , M P L U 2  ,
WRI T E ( N O , 1 0 1 6 )  ( A( II I , JJ) , J J = 1 , N M ) , 8 ( I I I )
1 0 1 6  F O R M A T  ( 1 X , 1 0 F 1 2 - . 4 J  
8 0 0  C O N T I N U E
9 9 9  W R I T E ( N O , 1 0 1 5 )
R 5 T U R N
= N D
c  *  *  *  *
C * * * *  S U 8 R 0 T I N A  A V A L E  C ****
3 J 3 R 0 U T I N E  A V A L E
O  v.ON A ( 2 2 , 6 0 )  ,C< 2 0 . V 0 )
C O M M O N  T I T L l  15) , 0 ( 2 2 )  , 0 ( 2 0  í T 0 V C 4-0) . A A U X 4 C 4 )  ,
• 1 A A U X 5 ( 4 )  , X S 0 L ( 4 0 ) , X X 1 4 0 )  ,XLNHA.(20Í ,V.X R(40),
2 1: X ? L ( 10) , I B A S K  20)
C O M M C N  N 3 » N I , I T E S T » I , J ,J J  , N .M , M I T E R »
1 i? L O N ,A LF A , X K  AP A , S I G L , Í O L ,N I T  r X , Z 
Z = 5  0 . * X X (  1 ) + 4 0 . * X X < 2 )  + 30. *XX( .3) + 3 0 . * X X  (4 ) +
1 l 0 . *  X X ( 5 ) + 1 G O O C O O . * X X (  6) + 3 0  . * X  X < 7} + 2 7 . *  X X  { 8 ) +
2 6 C . * X X ( 9 )  +4 3 . * X X (  10) + 3 5 . * X X ( I I ) + -
3 1 0 . * X X (  12) + 1 5 . * X X (  13) + 8 0 . « X X  ( 14) +
4 5 5 . * X X <  15)
Y 11 = X X ( 1) + X X ( 3 ) + X X Í 5 ) + X X ( 7 ) + X X ( 9 )
Y 12 = X X ( 2 ) + X X ( 4 ) + X X ( 6 ) + X X ( 3 ) + X X 1 10)
Yi: 1 = X X  I 1 1 ) + X X ( 1 2 ) + X X ( 13) +XX{ 1 4 ) +  X X ( 15)
Y Y 1  = X X <  .1 ) +X X( 2) +XX ( 11)
Y Y 2 = X X Í  3 ) + X X ( 4) ♦ X X ( 12)
Y Y 3 = X X ( 5 ) + X X (  6) +XX1 13)
Y Y 4  = XX( 7) + X. X ( 3) + X X ( 14)
Y Y  5 = X X I 9 ) + XX( 1 0 ) + X X (  15)
Z = Z + ( 5 . + 3  0 . ) * ( l  .-2. 7 1 3 2  8** (-Y1 1 / 5 0 0  0 0 0 .  )
Z = Z + < 5. + / 0 . ) *  < 1 . - 2 . 7 1 8 2  3 * * ( - Y 1 2 / 3 0 0 0 0 0 . )
Z =Z + (6. + 50. ) * (1 2 . 7 18 2 8 * *  ( -Y2 1 / 4 0 0 0 0 0 . )
Z = Z + ( 4 . +  1 0 . ) * ( 1  . - 2 . 7 1 3 2 3 * * ( - Y Y 1 / 3 0 0 0 0 0 . )
Z = Z-+ I 3. + 1 5. ) * (1 .“2 . 7 1 8 2 3 * *  Í - Y Y 2 /  1 5 0 0 0 0 .  )
Z - Z  + ( 5 . + 1 0 . ) * ( l . - 2 . 7 1 8 2 3 * * ( - Y Y 3 / l ' 3 C O O O . )
Z = Z + ( 4 . + l 2 . .) * ( 1 2 . 71 32 3** ( - Y Y4 / 1 3 0 0 0 0  . )
Z = Z + (5 . + 1 0 .  )*( 1 . - 2 . 7 1  8 2 3 * * ( - Y Y 5 / 2 2 0 0 0 0 . ) 
Z - Z + 8 0 . * ( 5 C 0 0 0 0 . - Y 1 1 )
Z = Z  + 7 0 . * ( 3 C O O 0 0  Y 12)
Z = Z + 5 0 . * ( 4 C 0 0 C 0 . - Y 2 1 )
Z = Z + 1 0 . * ( 3 0 0 0 0 0 . - Y Y 1 )
Z = Z + 15 .*< 1 5 0 0 0 0 . - Y Y 2 )
Z = Z + 1 0  . * I 1 S U O 0 0  . - Y Y 3 )
Z =Z + 1 2 . * ( X 3 0 0  0 0 . - Y Y 4 )
Z = Z + 1 0 . * ( 2 2 0 0 0 0 . - Y Y 5 5  
X 5 T U R N  
cN 0
Ç * ** $
c * * * *  . S U B R O T I N A  O U T P
5 J 3 R O U T I N E  O U T P  
C O M M O N  A ( 2 2 , 6 0 ) , C ( 2 0 , 4 0 )
C O M M O N  T ITL ( 15) ,13(22) , O ( 2 0  ) , 0 V ( 4 0  ) , A A U X 4 ( 4 )  ,
I A A U X  5 1 4 ) , X S O L ( 4 0 ) , X X (40) , X L N H A (20) ,V A R ( 4 0 ) ,  
2 5 X P L ( 10), I ÜAS 1(20)
C O M M O N  N O , N I , I T E S T ,  I , J , J J  ,N , M , N I T E R , 
l £ r> L O N , A l F A , X K A P A , S I l . L , T O L  , N I T , X , Z  
D A T A  C M C / /
WRI T E ( N O , 1 0 0 1 )
1 0 0 1  F J R M A T Í 1 H 1 , 9 X  , 1 0 0 ( • * • ) / I O X , ' * » , 9 3 X , • * • / ,
II 0 X , ' * ' , 2 3 X , • M E T O O O  D E  F R A N K 1 , 
2* E W O L F  E ' , 3 0 X , ' * ' / 1 0 X , * * *  ,
3 9 8  X , ' * * , /  1 0 X , 1 0 0 ( •* ' ) )
W R I T E  (NO, 1 0 0 2  ) ( TI TL( I ) , I =1 ,15).
1 0 0 2  F O R M A T I / 3 0 X ,  1 5 A 4 / /  1 0 X  , 100 (  •* ' ) J 
I F ( I T E S T  ) 1 , 2 , 1
1 W U T E ( N O ,  1 0 0 3 ) N I T , Z
100 3 F O R M A T ! 1 OX, •* • , 98X ,  •* V  10X , ' » * , 3 X , ’S O L U C A O ' , 
1* J T I M A * , 10X , "* • ,3X, • I T E R A C A O  N O .  ' , I 3 , 1 0 X ,  
2 ’*' , 3 X , ’V A L O R  D A  F O  • , F 1 2 . 2 » 1 4 X , ' * */1 O X  »
3 ' ^ ’ ,<58X,» * ' / 10X , 1 0 0 ( )  )
G O  TO 3
2 W R I T £ { N O , 1 0 0 4  )N I T , Z10 0  4 F O R M A T !  1 Ü X , ' * • ,9 3 X ,  ' * ' / 1 0 X  ,»*• , 3 X , « S O L U C A O * , 
1* I N T E R Mt 0 1 Aft IA ', 2X , • * * , 3 X , * I T E R AC A 0 NO. • , 
2 1 3 ,  1 0 X , ' * ' , 3 X , * V A L O R  D A  F U  • , F 1 2 . 2  ,1 4 X  , * ** ,
B / I o x i ^ . g a x f ^ v i o x . i o o í ' * ' ] )
3 WR I T E (N O , 100 5 )S I GL
1 0 0 5  F O R M A T ! 15 X * * ' , 9 3 X , •* » / 10 X , • * * , 3 X , > C A R A C  TE ' , 
l ' D Í S T I C A  —  F A T O R  D E  M A X .  A P R O X I î a C A O  *, 
2 F 1 2 . 6 , 3 8 X , , * ' / 1 0 X ,  *** , 9 8 X , • * » / 1 0 X , 1 0 0 ( *  *• ) )
J = 0
DO 19 I = 1, N J^J + 1
A A U X 4 ( J )= V A R ( I)
A-'\UX5(J)=XX( I )
I F ( J - 4 ) 2 0 r 2 1 , 2 1
2 0  I F ( I—N ) 1 9 , 2 3 , 2 3
2 3  J = J + 1
0 0  2 4  J J = J , 4 
A A Ü X 4 ( J ) = C M C  
A \ U X  5 ( J )=0.
2 4  C O N T I N U E21 W < I T E ( N Ü , 1 0 0 8 ) A A U X 4 ( 1 ) , A A U X 5 ( 1 ) , A A U X 4 ( 2 ) i , 
U  A U X 5 Í  2 ) , A A U X 4 (  3 ) , A A U X 5 (3) , A A U X 4 ( 4 )  , A A U X 5 l 4 )
1 0 0 8  F J R M A T Í  1 0 X , « * • , S a x , • * • / 1 0 X ,  **• , 5 X , A 4 , • = • ,  
1 F 1 0  .2, 3X, •*', 5X, A4, '=•■,? 1 0 . 2 ,  4 X , * * '  ,5X, 
2 A 4 , ,-=, , F 1 0 . 2 « 4 X , ’* * , 5 X , A 4 , , = * , F 1 0 . 2 , 4 X , * * ' )
J = 0 
19 C O N T I N U E
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F 2 = 4 3 4 9 6 . 0 0 F 3  = 2 1 5 0 4 . C0 * F 4  « oo * F 5  = 7 0 0 0 0 . 0 0
F 6  •« 4 0 C O O . O O * F 7  = O O -♦ F 8  » 4 Û C 0 0 - . 0 0 « F 9  = O O
F I O  = 3 0 0 0 0 . 0 0 • F 11 - o•o « F 1 2  * 0 . 0 ♦ F 13 = 3 0 0 0 0 . 0 0
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S G I U C A O  OTIM A APOS
F U N C A O  OtíJflTIVO MA XI MA
V A M A V c L  ST A TU S
26 I T E R A C O c  S 9 Í 3 4 2 8 . 2 5  VAL O R
x n i Ë A 0.0
X 112 eA 17 0 0 0 0 . 0 0X 121 0.0
X 122 0.0
X 131 BA 1 8 C O C 3 .00
X 132 0.0X 141 8 A 1 3 0 0 0 0 . 0 0
X 142 0.0
X 1 51 0.0
X 152 BA 2 2 0 0 0 0 . 0 0X 2 U PA 1 1 C 0 C 0 . 0 C
X221 BA 17 0 C C 0 . C C
X 231 0.0
X 24 1 0.0
X251 0.0F 1 0.0
F 2 0.0
F 3 BA 70 0 0 0 . 0 0F4 0.0
F 5 BA 7 0 0 C 0 .00F 6 EA 4 C 0 0 0 . 0 0F 7 0.0
F 8 BA 4 0 C C 0 . 0 0
F 9 0.0F 10 BA 3 0 0 0 0 . 0 0
Fil 0.0F 12 0.0F 1 3 BA 3 0 0 0 0 . 0 0
DE L T A J  
0.0 0 . 0  
- 5 . 0 C C C C 0  -  1 5 . O O G O O O  
0.0
0-0
- 7 . O O C O O O  - 6 . 93 7 5 C 00 . 0  
0.0 
0.0 
- 2 0 . 0 6 2 5 0 0  
- 6 4 . 9 9 9 9 8 5  - 2 0 . 0 6 2 5 0 0
- 7.84 26 06 
- 1 . 5 0 8 1 4 3
0.0 
- 1 5 . 6 5 5 1 0 6  
0.0 
0.0 
- 1 0 . 6 3 4 7 6 6  
0.0 
- 2 2 . 4 0 7 3 9 4  





» M E T O O D  D E  F R A N K  E W O L F E4* » * « * 3
P R O B L E M A  T E S T E
»* «
SCLUCAG I N T E R M E O I A R t A  *  I TGRACAO NO 
**  « ♦ **
C A R A C T E R Í S T I C A  —  FATOR DE MAX.  APRQXI KACAO 1 3 1 0 7 , 1 9 5 3 1 3
VALOR OA f O  4  2 9 3 4  12 8 . 0 0
X 1 l  i = 0 . 0 * X I 1 2 “ 1 0 8 3 9 6 . 6 3 * X 1 2  I a 0 . 0 * X 1 2 2  = O 4 O
X 13  1 = 1 J O O O O. OO * X1 3 2  = 0 . 0 » X14 . 1* 1 3 C 0 C 0 . 0 0 * X 1 4 2 - 0 . 0
X 1 5 1 = 0 . 0 * X1 5 2 a 2 2 0 0 0 0 . 0 0 * X 2 1 1  = 1 7 1 6 0 3 . 1 3 * X 2 2 1 = 1 7 0 0 0 0 . 0 0
X 2 3 1  = 0 . 0 X 2 4  1 = 0 . 0 * X 2 5 1 = O « O * F 1 » 2 2 4 2 6 . 8 2
F 2  = o l ó C J . 2 0 a F 3  » 8 3 9 6 . 8 0 * F 4  = c . o * F 5  « 7 0 0 0 0 . 0 0
F 6  = 4 0 C C 0 . 0 0 * F 7 = 0 . 0 * F 8  * 4 0 0 0 0 . 0 0 * FQ = 0  . 0
F 10 = 3 C C C O . OO 4 F l l  = 0 . 0 41 F 1 2  * 0 . 0 * F 13 = 3 0 0 0 0 . 0 0
t*«»*■
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S O I U C A Q  in i m a  « P O S ' 
F U N C A O  O B J E T I V O  M A X I M A  




X I 22X 131 e/s
XI 32X 141 8 A
X 142X 1 5 1
X 152 HA




F 3 8 AF 4
F 5 0 A
F6 BAF7
F8 BAF 9
F 10 8 AFilF 12
F 13 BA
25 I T E R A C O E 5  
3 2 3 5 6 7 . 5 0
D E L T A J  
0.0 
0.0 
- 5 . 0 0 0 0 0 0
— 1 5 . O O O C  00 
0.0♦ fr*!******:* ** 
0.0 
- 7 . 0 0 0 0 0 0  
- 6 . 9 3 7 5 0 0  
0-0 
0.0 
0-0 - 2 0 . 0 6 2 5 0 0  
- 6 4 . 9 9 9 9  6 5 - 2 0 . 0  62 500 
“7 . 2 0 9 3 9 6  
- 0 - 0 0 9 7 4 3  
0.0 
- 1 5 . 0 2 1 8 9 6  
0.0 
0.0 - 1 1 . 2 6 7 9 7 5  
0.0 
- 2 3 . 0 4 0 6 0 4  
0. 0 
- 5 - 3 5 8 7 9 5  
- 1 9 . 0 2 1 3 9 6  
0.0
VALOR 0.0 1 7 0 0 0 0 - 0 0  
0-0 0 . 0  1 8 C C C 0 .00 
0.01 3 0 0 0 0 . 0 0  0 . 0  
0.0
220000.00 110000.00 




7 0 0 0 0 . 0 0  
0.0
7 0 C C O . O O
4 C O O O . O O
0.0
4 0 0 C 0 . 0 00.0
3 0 0 0 0 . 0 0  
0 .0 
0-0
3 0 0 C 0 . 0 0
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* SOLUCa O OTI MA*
4 -4 * 4 4 * * 4 * 4 4 * * 4  .
4* c a r a c t e r í s t i c a  —
I TE RA CA O  NO* *>VALCR OA FO 4 2 7 7 6 8 3 2 . 0 0  *
F ATCR DE MAX.  APROXIMACAO 1 0 4 8 5 . 7 5 7 8 1 3
4 XI  1 l - 0 . 0 * X 1 1 2 = 1 1 6 8 8 2 . 3 8 * X 1 2 1 = 0 . 0 * X 1 2 2»* X 1 3 1 = 1 8 0 0 0 0 . 0 0 * X 1 3 2  = 0 . 0 * XL<t l  = 1 3 0 0 0 0 . 0 0 * X1 4 2*4 X 1 51 = 0 . 0 * X 1 5 2  = 2 2 0 0 0 0 . 0 0 * X2 11 = 1 6 1 1 1 7 . 3 1 * X 2 2 1** X 2 3 1  = 0 .  0 * X 2 4  1 = 0 . 0 * X 2 5  1 = o•o * F 1* F2  = 51 1 1 7 . 4 4 * F 3 = 1 8 8 8 2 . 5 6 « F<t s 0 . 0 * F 5  ■* F 6 = 4 0 C C O . C O * F 7  = 0 . 0 4 F 8  - 4 0 0 0 0 . 0 0 *  ■ F 9** F I O  = 3 0 Q C 0 . C 0 » F l l  = O • o * F 1 2  * 0 . 0 * F 13
0.0 
0.0 
L 7 0 0 0 0  . 0 0  
1 1 9 4 3 . Có
7 0 0 0 0 . 0 0  
0.0
3 0 0 0 0 . 0 0*»*•*»»*»*««»»«,
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A N E X 0 4
0 G R A D I E N T E  DO P T DE  91
N e s t e  a n e x o  est a c o n t i d o  o d e s e n v o l v i m e n t o  matemátji 
co n e c e s s á r i o  p a r a se o b t e r  o gradiente da f u n ç ã o  o b j e t i v o  do 
PT D E  .
D e s e j a - s e  então:
3Z
3 x . . i J k
M N L
E E E











e , VE . - e . y .  + ( d . + e  )F (y.) j J J J J j J J
De s d e  que a d e r i v a d a  da som a é igua l a som a das de 
r i v a d a s ,  p o d e - s e  então , o b t e r  s e p a r a d a m e n t e  a d e r i v a d a  de cada 
uma das p a r c e l a s  a d i t i v a s  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  ac ima . Es te  pro 
c e d i m e n t o  t em  por f i n a l i d a d e  s i m p l i f i c a r  e t o r n a r  m a i s  com- 
p r e e n s i v e l  ã o b t e n ç ã o  do g r a d i e n t e  da f u n ç ã o  em q u e s t ã o .
3x . , i J k
3x . .i J k
3 x . .i J k
N L
E
. i = 1
E
j=l
E c . , x ...I<._1 i3k íJk °i J k






k = 1 i k i k -







b*. t Y . .i k i k = b . . i k (A4 .4)
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E [ai k + b i k l G i k tYik , , i  1 K 1 i\ 1 K 1 Ki = l k = 1




E E /  (yík ' t , g i k m dti = 1 k = 1 J  0
g ik C 1 3 d t (A 4 .5 )
3x . ij k
N
E e . VE . 
J J





e .Y .J J
(A4 . 7 )
3 x ijk [ j = l
J J




[ Y - v ) f j ( v ) d v
(A 4 .8)
A t r a v é s  dos r e s u l t a d o s  e n c o n t r a d o s  em (A4.2), (A4.3], 
(A4.4), [A 4 .5), CA4.6), ( A 4 . 7 ] f |e C A 4 . 8 3 p o d e - s e  o b t e r  a g r a ­
d i e n t e  da f u n ç ã o  o b j e t i v o :
V Z ( x ) = C 3 Z 3 Z 3 Z







8 x . .. c ij k u ik ' iaik ' u ik' / 6 iki j k
’V
- e  + ( d + e ) / f .(v)dv (A4.10Í
j J J / J
0
P o r t a n t o  (A4.9) e (A4.10) e s t a b e l e c e m  p e r f e i t a m e n  
te o g r a d i e n t e  da f u n ç ã o  o b j e t i v o  do P T D E .
